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Image: entre pixels et graphes sémantiques

Noël Richard1, Denis Arrivault1,2, Christine Fernandez-Maloigne1, Philippe Bouyer2
1Laboratoire SIC, SP2MI, 86962 FUTUROSOCOPE,
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Résumé

Dans le cadre de la valorisation des bases d’images patrimoniales, nous travaillons sur les
structures de données à associer au contenu pixellique de l’image. Les techniques tradition-
nelles utilisent des structures basées sur la construction de pyramides irrégulières à partir de
la carte de segmentation. Afin de prendre en compte la variabilité des représentations, deux
évolutions de ce type de structure sont présentées : les structures à base de graphes aléatoires
et celles à base de graphes d’attributs hiérarchiques floues. La validation de ces approches
est présentée suivant deux axes. Le premier sur des images issues de bases spécialisées (Co-
lumbia et médiévale) pour la validation de l’apport hiérarchique et spatial dans la description.
Le second est développé pour des bases de symboles complexes manuscrits (hiéroglyphes et
caractères grecs anciens), ceci afin de s’affranchir des variations liées à la segmentation. Cette
seconde série de travaux permet de comparer les approches par graphes aléatoires et graphes
d’attributs flous. Dans une troisième partie, la démarche d’intégration de l’aspect sémantique
est présentée avec la technique de validation de cette intégration.

1 Introduction

L’analyse d’images s’est essentiellement développée autour des méthodes statistiques et du
traitement du signal. Longtemps les développements conduits se sont basés sur le contenu pixel-
lique de l’image dans ses aspects spatiaux et/ou fréquentiels, ou bien sur des modèles probabilistes
de contenu. De nombreuses voies ont exploré les informations pixelliques pouvant être extraites
à partir des informations de couleur, de texture ou de forme. Les applications de ces développe-
ments dans les systèmes d’indexation de grandes bases d’images ont cependant montré les limites
de ces approches, notamment dans leur incapacité à saisir le contenu sémantique de l’image. Pour
s’approcher de cette capacité, il est indispensable travailler sur l’organisation spatiale du contenu
dans ses aspects de localisation relative et d’inclusion. Différentes solutions existent pour cela,
exploitant généralement des structures de représentation à partir de graphes.

Comparer deux images ou une image avec un modèle est une opération de base de tout système
de traitement d’images. La construction de métriques d’images à partir de graphes exploite des
méthodes d’appariement qui permettent d’extraire le meilleur sous-graphe commun à deux repré-
sentations. Cette étape préliminaire permet ensuite d’établir une mesure de similarité. L’adaptation
sémantique de ces mesures impose d’approcher la notion de différence perceptuelle. Santini[19]
exprime ce type de similarité comme une dichotomie liée à deux éléments, l’un visant à trouver
l’ensemble des attributs significatifs et l’autre exprimant une métrique dans l’espace des attributs.

∗Remerciements : Merci à Eric Palazzo, directeur du CESCM, et à Aurélia Bolot, responsable de la photothèque
pour l’expertise et l’accès aux images de peintures médiévales.
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Pour Santini, l’intégration de l’aspect perceptuel exploite un formalisme flou. Le découpage du
problème en deux groupes permet de choisir où intégrer cette adaptation : soit dans l’espace des
attributs, soit dans la métrique. Pour exprimer notre travail dans ce cadre, nous présentons tout
d’abord différentes voies de représentation du contenu spatial : pyramide de graphes, graphes
aléatoires et graphes d’attributs hiérarchiques flous. Nous proposons quelques résultats permettant
d’apprécier l’apport de ce type d’information et les limites encourues. Afin de quantifier correcte-
ment cet apport, le problème a été dérivé sur une base de caractères ne présentant pas de difficultés
de segmentation. Enfin, nous expliquons nos développements actuels sur l’intégration de connais-
sances "expert" et les contraintes de validation qui sont posées par ce travail spécifique.

2 Capter l’organisation spatiale

La structuration spatiale du contenu d’une image prend comme point de départ une carte de
segmentation. Ce qui sous-tend que celle-ci soit optimale face au contenu sémantique de l’image,
dès lors la structure topologique utilisée doit pouvoir intégrer au minimum les relations d’adja-
cence entre les objets. Suivant les structures utilisées, les relations d’inclusion et de localisation
relative entre les objets sont également exploitées. Les graphes d’adjacences de région (ARG)
ont été les premières structures mises en oeuvre pour l’analyse d’images, cependant elles furent
rapidement remplacées par des structures plus adaptées à la description spatiale ou topologique
comme les cartes combinatoires[7],les pyramides irrégulières[17], pyramides de graphes[10], . . .

FIG. 1 – Décomposition par pyramides de
graphes.

FIG. 2 – Recherche dans base médiévale

2.0.1 Graphes aléatoires

Pour comparer deux contenus d’images à partir de graphes, il est possible d’utiliser des al-
gorithmes spéciaux d’appariement et de mesure de similarité [13, 18]. Cependant la segmentation
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d’images ne produit pas forcément une organisation directement plaquée sur l’organisation séman-
tique du contenu. Pour s’affranchir de cette difficulté, deux stratégies existent : soit sous-segmenter
l’image (directement ou par fusion contrôlée topologiquement), soit introduire de la souplesse dans
le système d’appariement et de mesure de la similarité. Dans ce cas, une solution naturelle consiste
à utiliser une description exploitant des graphes aléatoires[1]. L’intérêt de ce type d’approche est
d’arriver à exprimer la variabilité des entités graphiques sous forme de distributions : distributions
d’association, distributions d’attributs sur les noeuds et arcs. Par définition, un graphe aléatoire
correspond à un graphe dont chaque élément est une variable aléatoire :

définition : Un graphe aléatoire est une paireR = (W,B) telle que :

1. W représente l’ensemble des noeuds aléatoires avec W un n-uplet(α1, α2, . . . , αn) où
chaqueαi, appelé noeud aléatoire, est une variable aléatoire ;

2. B, représente l’ensemble des arêtes aléatoires avec B un m-uplet(β1, β2, ..., βm) où chaque
βi, appelé arête aléatoire, est une variable aléatoire ;

3. Pour chaque grapheG = (N,A) réalisation deR, il est associé un isomorphisme de sous
graphe :φ : G → R et une probabilitép(G, φ) = Pr(R = M(G), φ ∈ Φ). La famille des
isomorphismes de sous-grapheΦ est telle que :

p(G, φ) ≥ 0 , ∀G ∈ Γ∑
Γ

p(G, φ) = 1 (1)

A partir de cette définition et en exprimant chaque attribut d’arête et de noeud comme une
variable aléatoire (moyennant une base d’apprentissage correctement constituée), il est possible
de construire pour chaque classea un graphe modèleGa, qui soit un graphe aléatoire (figure 3).

FIG. 3 – Apprentissage de graphes
aléatoires.

FIG. 4 – Reconnaissance de graphe aléatoire.

L’exploitation de cette construction nécessite l’estimation de la probabilitéφ d’affectation du
grapheG au graphe modèleGa de la classea (figure 4). L’appariement préliminaire au calcul de la
similarité exploite des mesures de vraisemblance entre noeuds et des mesures de vraisemblances
entre arêtes. La phase de décision nécessite quant à elle des hypothèses d’indépendance entre les
noeuds, les arêtes et des distributions conditionnelles des arêtes relatives aux noeuds (en dehors
des extrémités concernées par les arêtes elles-même).

Théoriquement les graphes aléatoires présentent de nombreux points d’intérêt, ne serait ce
que par le formalisme embarqué. Cependant les hypothèses liées sont difficilement vérifiables
(indépendance des attributs entre eux, complétude de l’affectation des noeuds et arcs à la suite de
l’appariement, . . . ).
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2.0.2 Les graphes d’attributs hiérarchiques flous

La meilleure alternative actuelle exploite des graphes d’attributs, dont les attributs sont des
arbres linguistiques flous (figure 6)[2]. L’objectif est d’offrir une précision de description crois-
sante avec la profondeur d’analyse de l’arbre. L’intégration de variables linguistiques permet d’in-
troduire un niveau de description sémantique, l’association avec des degrés d’appartenance flous
assure la souplesse nécessaire pour capter la variabilité des objets. Ainsi suivant le niveau de pré-
cision souhaité, les deux objets de la figure 5 peuvent être soit similaires, soit différents.

FIG. 5 – Deux objets avec similarité FIG. 6 – attribut linguistique arborescent

Man and Poo[16] ont proposé une mesure de similarité entre deux graphes d’attributs flous
appariés par un isomorphisme. Dans [2], Arrivault propose l’extension de la mesure aux graphes
d’attributs hiérarchiques de profondeurd. L’association de l’ensemble à une fonction d’apparie-
ment adaptée aux graphes d’attributs flous permet de disposer des éléments de mesure de similarité
entre deux graphes[8].

Cette approche offre une solution naturelle à la mesure de similarité, mais ne permet pas
de déterminer un graphe modèle automatiquement. Dans notre cadre supervisé, une heuristique
simple permet de spécifier que le graphe modèle d’une classe est le graphe le plus simple afin de
limiter l’effet des artefacts. Cependant sous cette formulation, le modèle correspond à l’individu
le plus représentatif et non l’individu moyen tel que le préconise le graphe aléatoire.

3 Résultats

3.1 Cas de l’image

En combinant une approche par graphe avec une approche multirésolution au sein d’un graphe
hiérarchique ou d’une pyramide de graphes, nous obtenons une structure autorisant la plupart
des modes de recherches/comparaison [11]. L’aspect multirésolution a pour objet de rendre notre
structure indépendante de la taille de l’objet dans la scène, en stockant de façon hiérarchique
les relations d’inclusion et les informations associées. L’aspect graphe autorise quant à elle la
représentation des relations d’adjacences sans autres informations topologiques.

Dombre[10] a étudié l’apport du graphe pyramidal, issu des pyramides irrégulières, pour l’in-
dexation des bases d’images couleur. Il montre les gains dus à l’intégration de l’information spa-
tiale. La figure 9 présente les courbes précision1 obtenues par recherche uniquement basée sur les
attributs globaux à l’image(pointillé), sur une combinaison entre ces derniers et les attributs issus

1Résultats sur la base Columbia, attribut associé aux noeuds : histogramme couleur exprimé dans l’espace Lab.
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de la pyramide de graphes (batons rompus), enfin sur seulement ceux issus de la pyramide (trait
continu)[12].

Dans un cadre de bases spécialisées (base "peinture" du CESCM2), la question posée porte
sur la capacité à rechercher des éléments sémantiques particuliers dans la base (mains, drapés,
. . . ). Une première évaluation portant sur la recherche d’apôtres dans une sous-partie de la base
montre la capacité du système à retrouver les images de plans élargis et celles de détails compor-
tant le même contenu (figure 2, image requête en haut à gauche). Les attributs associés à chaque
noeud correspondent à l’information de couleur (histogramme de la région, associé à une distance
EMD), de forme (Fourier, Zernicke, circularité, rectangularité et excentricité) et de texture (attri-
buts de Haralick issus de la matrice de Coocurrence). Bien qu’il soit délicat sur cette base d’établir
un benchmark afin d’évaluer l’efficacité du système, les résultats obtenus permettent d’espérer
avancer vers le contenu sémantique de l’image.

FIG. 7 – Gain par apport spatial

Cependant le point noir de la proposition est le coût combinatoire des techniques d’apparie-
ment de graphes ou de parties de graphes [20]. Même des techniques de mesure de similarité
construites à partir d’outils à optimisation non linéaire présentent des coûts rédhibitoires pour des
bases d’images conséquentes[13]. Le principal problème pour la confrontation avec un graphe sé-
mantique, ou un graphe modèle, réside dans la segmentation qui ne conduit pas forcément à rendre
adjacentes des régions sémantiques voisines[5]. La résolution de cette question passe souvent par
une sous-segmentation de l’image contrôlée par un critère de type Borsotti[6]. Si l’information
couleur est souvent prépondérante dans la décision, elle est également très sensible aux conditions
d’illumination. Face à ces variations, l’assemblage topologique de l’objet représente la principale
information invariante, malheureusement bruitée par les étapes de prétraitements et de segmenta-
tion.

3.2 Cas d’un symbole

Afin de s’affranchir des imprécisions liées à la segmentation, une étude spécifique a été menée
sur des bibliothèques de symboles manuscrits complexes (hiéroglyphes, grecs ancien). Les sym-
boles étant binaires, les seules paramètres influençant le résultats sont ceux de la squeletisation et
de l’extraction de points d’intérêt entre les extrémités des segments. Dans une telle étude, la struc-
ture de graphe décrit la forme du symbole comme un assemblage de primitives simples (figure 8)
ainsi que les positions relatives des primitives entre-elles.

2Centre d’Études Supérieures de la Civilisation Médiévale, UMR 6589, 24 rue de la chaîne, 86000 Poitiers.
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FIG. 8 – Types de primitives graphiques FIG. 9 – Différence en % de bonne détec-
tion entre une approche structurelle et une ap-
proche par coopération (%coop-%stat)

3.2.1 Apport des graphes aléatoires

Cette étude a permis d’aborder l’apport réel de l’information structurelle face à l’information
statistique de forme classique, issue des descripteurs de région et de forme (géométrique, Zernicke,
Fourier). La première gamme de résultats montre, par exemple, la complémentarité de l’approche
par graphe avec une approche statistique. L’approche par graphe développée dans [3] exploite une
coopération entre graphes aléatoires et attributs statistiques par gestion d’un rejet en ambiguïté à
la suite d’une classification statistique. La base exploitée possède 42 classes de caractères grecs
anciens manuscrits (4 scripteurs) pour un total de 17641 caractères.

Cette gamme de résultat montre également les limites de l’approche par graphe aléatoire :
le point négatif provient du trop faible gain apporté et de la limite de la caractérisation des dis-
tributions par des modèles gaussiens. Ce second point est un handicap lourd pour des bases où
certaines classes sont très faiblement représentées. Le point positif provient de la complémentarité
avec des approches classiques : les erreurs sont distribuées, il n’y a pas redondance d’information.
Néanmoins pour exploiter au mieux cet apport, une précision plus importante dans la description
structurelle est nécessaire.

FIG. 10 – Exemples de structures retrouvées
par GAHF

FIG. 11 – Exemple de frise géométrique et de
frise végétale

3.2.2 Apport des graphes d’attributs hiérarchiques flous(GAHF)

Le GAHF permet d’embarquer de façon plus formelle les caractéristiques structurelles de l’ob-
jet. Son apport s’évalue notamment sur des structures plus complexes, difficilement exploitables
par des attributs statistiques usuels. Dans le contexte des hiéroglyphes, la complexité provient de
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la construction des symboles avec différents niveaux d’inclusion et de bouclage. Mais surtout sur
le point de vue de l’apprentissage, la complexité provient des 6000 classes potentielles. De plus
pour nombre de classes il existe un très faible nombre de représentants(<10), avec des différences
intervenant pour partie sur des détails associés à la sémantique (poitrine, couvre-chef,. . . ).

La figure 10 montre comment un classifieur utilisant un GAHF exploite la structure des sym-
boles pour la reconnaissance (296 modèles issus d’un scripteur, reconnaissance sur une page écrite
par un autre scripteur, 4 niveaux de profondeur utilisés dans l’arbre d’attributs). La constatation es-
sentielle est que le système préserve dans sa décision le niveau de complexité des symboles (ce qui
correspond également aux groupes sémantiques : humains, objets, animaux). Les réponses appor-
tées pour l’objet "calvaire" montrent également comment le système peut trouver des ressemblance
même par symétrie horizontale. Dans ce cas, le matching des primitives initiales connectées entre
elles de façon similaire assure un bon score de reconnaissance face à celle des positions relatives
codées par les arêtes du graphe.

4 L’obligation d’introduire une connaissance dans le traitement

Par un travail spécifique sur des objets graphiques de complexité limitée, il est possible de
quantifier l’apport d’une approche structurelle pour l’analyse. Cependant dans un cadre d’analyse
d’images plus global, la complexité combinatoire augmente exponentiellement. Dans le cas des
symboles, la question est de trouver le graphe ou la structure qui s’apparie au mieux avec le graphe
requête. Dans le cas de l’image la question est plus spécifiquement de trouver le sous-graphe (le
sous-ensemble de l’image) qui s’apparie au mieux avec les graphes d’objets connus. Si dans un
cadre spécialisé le nombre d’objets connus est défini et parfois limité, cela ne peut être le cas pour
les bases multimédia. De plus, l’accroissement de la définition des images génère également un
accroissement de la précision sémantique souhaitée dans la recherche, soit un accroissement de la
taille et de la profondeur du graphe.

Cette problématique soulève deux questions de fond : comment choisir et construire les mo-
dèles et deuxièmement, comment réduire le coût de la recherche et de l’appariement ?

4.1 Le graphe sémantique

Dans le cadre des bases d’images spécialisées, le contenu présente une unicité sémantique,
sans que cela conduise à une unicité de contenu pixellique (problème de calibration, de variabilité
du vivant, . . . ). La construction de modèles issus du savoir de l’expert est alors une voie de résolu-
tion possible[15, 21]. Ainsi l’approche développée par l’équipe d’Isabelle Bloch ([9] par exemple)
exploite un modèle déformable, qui permet d’intégrer l’attachement aux données pixelliques en
maintenant un contrôle topologique par le biais du contrôle spatial porté par un graphe hiérar-
chique attribué. Dans le cadre de l’imagerie médicale, l’atlas ainsi représenté est tridimensionnel
et l’apprentissage basé sur une base d’images segmentées par des experts.

Nos travaux sur la valorisation de bases d’images patrimoniales, en liaison avec le CESCM,
nous portent vers l’intégration de connaissances expertes dans le système d’analyse. Pour cela,
l’intégration de modèles sémantiques associés aux images est une nécessité. Cependant dans ce
cadre de peintures à contenu essentiellement liturgique (forte codification), l’aspect artistique et
l’évolution temporelle des techniques induisent une variabilité forte. Ainsi, l’information princi-
pale pour le decryptage de l’image (segmentation) est l’information couleur, alors que celle-ci ne
présente qu’un intérêt modéré dans la reconstruction du contenu sémantique face à l’organisation
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spatiale3. Pour cela, notre approche s’appuie d’une part sur une base de cas, portant la trace de la
variabilité, associée à une base de modèles. Compte tenu du domaine, les modèles sont décrits par
des objets de base et un ensemble de règles associées, l’ensemble autorise ainsi une généralisa-
tion des concepts, ainsi que la possibilité d’affiner la connaissance liée au modèle(figure 12).Cette
dernière contrainte est une nécessité pour répondre aux attentes des experts (comparaison des re-
présentations des mains par exemple (figure 13), travail sur les thénars)

FIG. 12 – Extrait de description sémantique pour les
images médiévales

FIG. 13 – Niveaux de détails utilisés
par l’expert

Valider l’approche Afin de pouvoir évaluer les algorithmes développés, un travail préliminaire
est en cours pour l’adapter à la recherche de frises dans les peintures. L’intérêt réside dans l’extrac-
tion de structures plus simples, et surtout répétitives dans la même image. L’enjeu est la réduction
de la variabilité liée à l’acquisition, ainsi que celle liée aux évolutions du support ou simplement de
représentation. Il s’agit donc d’une recherche intra-images, à l’opposé de l’application finale qui
est inter-images. Deux niveaux de frises sont concernés, les frises à base de motifs géométriques
et les frises de motifs végétaux (figure 11).

5 Conclusion

Il existe de nombreuses structures possibles pour représenter le contenu d’une image ou la
structure de symboles graphiques, les problématiques de choix sont généralement peu étudiées.
Nous essayons de dériver les questions posées par ces choix et les paramètres de contrôle pour va-
lider et optimiser l’apport de telles structures. Le problème du modèle est une question récurrente
pour réduire les coûts de recherche, cependant les questions posées par la construction automa-
tique de modèles de graphes n’ont pas de réponses complètes actuellement. A cette question, il faut
également associer celle de la captation des variations des objets numérisés. Les variations sont
de deux types, celles liées à l’objet et celles liées aux conditions d’acquisition. S’il est imaginable

3Un saint Jean s’identifie au fait qu’il porte un livre, une tablette ou un parchemin, à la différence de saint Pierre qui
porte des clefs.
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de réduire l’influence du second type par une maîtrise de la calibration pour les bases d’images
spécialisées, en revanche pour le multimedia cela est impossible.

Après avoir travaillé sur la recherche d’invariants de couleur, de texture ou de forme, il apparaît
que ceux-ci ne peuvent être que d’un intérêt limité. Depuis quelques années, cette quête d’inva-
riance s’oriente plus naturellement vers des descripteurs sémantiques de bas niveau associés à des
métriques floues[14]. De façon similaire, afin de conjuguer l’efficacité de discrimination avec la
souplesse d’adaptation aux variabilités des objets, l’intégration d’une grammaire linguistique pour
la description des relations de voisinage et des primitives offre toutes les garanties d’un dialogue
simplifié avec l’expert ou l’utilisateur.

Les travaux décrits ici portent sur la valorisation de bases patrimoniales par l’accès au contenu
graphique sous une forme sémantique. La particularité de notre approche réside dans l’utilisation
systématique d’une base de données comme mémoire du système. Cette mémoire numérique re-
présente à la fois les connaissances apprises avec l’expert et la mémoire des cas déjà rencontrés.
La gestion de connaissances est embarquée au travers de modèles génériques et de règles d’orga-
nisation spatiales. Une implantation est à l’étude sur la base d’un moteur de règles (type Prosper
ou OntoDB). Le problème de l’intégration de la sémantique dans l’image n’est pas de pouvoir éti-
queter des objets, ce qui peut s’exprimer comme un apprentissage particulier[4], mais de pouvoir
disposer de modèles incrémentables associés à une base de cas qui intègre la variabilité des objets
connus. Cette base de cas permet dès lors d’étendre, de façon supervisée, les connaissances liées
aux modèles et d’aller plus loin dans la valorisation de la base. Ce que n’intègre pas encore notre
travail, c’est une mesure de la validité des modèles face à la base de cas, pour éviter la dérive du
système.

La question de la réduction du coût d’utilisation de ces approches n’a pas été développée ici,
elle fait l’objet de travaux connexes. Plusieurs voies sont étudiées, en premier lieu celles qui visent
à associer à chaque attribut une mesure de précision permettant de quantifier son importance rela-
tive et d’une mesure de pertinence dans la décision. En parallèle de cette approche, l’intégration
d’extracteurs de points d’intérêts visuels doit permettre de déterminer un ensemble de points pré-
liminaires d’études. L’enjeu est d’accroître la qualité de la décision tout en diminuant le nombre
d’éléments à apparier, dans une phase de réduction de l’ensemble de recherche. Cette réduction
initiale s’associe à une maîtrise des informations de contexte pour la sélection de modèles perti-
nents.
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Résumé. Mesurer la similarité d’images est un problème qui se pose dans de
nombreuses applications, que ce soit pour rechercher des images, les classifier
ou encore les confronter à des modèles pour les "reconnaître". Quand les images
sont représentées par des graphes, on peut mesurer la similarité de deux images
en appariant les sommets des graphes associés aux images de façon à retrouver
leurs caractéristiques communes. Différentes sortes d’appariements de graphes,
impliquant différentes mesures de similarité, ont été proposés, e.g., l’isomor-
phisme de (sous-)graphes pour mesurer l’équivalence ou l’inclusion de deux
graphes, et la distance d’édition de graphes pour mesurer le coût de transforma-
tion d’un graphe en un autre. Ces différents appariements sont "univoques" dans
le sens où un sommet d’un graphe ne peut être apparié qu’à au plus un sommet
de l’autre graphe.

Nous proposons ici une nouvelle mesure de similarité de graphes basée sur
un appariement multivoque des sommets des graphes, chaque sommet pouvant
être apparié à un ensemble de sommets de l’autre graphe. Cet aspect nous per-
met notamment de comparer des graphes décrivant des images à différents ni-
veaux de granularité, et de prendre en compte les problèmes de sur- et de sous-
segmentation des images. Notre mesure de similarité est générique dans le sens
où elle est paramétrée par des fonctions de similarité qui permettent d’exprimer
des connaissances de similarité propres à l’application considérée. En particu-
lier, nous montrons que toutes les mesures de similarité proposées jusqu’alors
peuvent être vues comme un cas particulier de notre mesure. Nous nous inté-
ressons également au problème du calcul de cette similarité, et nous proposons
et comparons trois algorithmes : un algorithme glouton, un algorithme basé sur
une recherche locale Taboue réactive et un algorithme basé sur l’optimisation
par colonies de fourmis.

1 Introduction

Les graphes sont souvent utilisés pour représenter des images (Ambauen et al. (2003)) : les
sommets représentent les régions de la scène et les arcs représentent les relations binaires entre
les régions. Dans ce contexte, comparer des images consiste à comparer les graphes qui les
représentent, i.e., apparier leurs sommets afin d’identifier leurs points communs (Conte et al.
(2004)). Cela peut se faire par la recherche d’un appariement exact de ces graphes (i.e., une
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relation d’isomorphisme de graphe ou de sous-graphe) afin de montrer que les deux graphes
sont identiques ou qu’un graphe est inclus dans un autre. Cependant, les images sont souvent
bruitées et présumer de l’existence d’une telle relation est une hypothèse trop forte. Par consé-
quent des appariements à tolérance d’erreurs (tels que la recherche du plus grand sous-graphe
commun aux deux graphes ou le calcul de la distance d’édition de graphes) ont été proposés
(Bunke (1997),Conte et al. (2004)). Le problème consiste alors à trouver un meilleur apparie-
ment, i.e., celui qui préserve un maximum de sommets et d’arcs.

Plus récemment, trois différents articles ont proposé d’aller un cran plus loin dans la com-
paraison de graphes en introduisant la notion d’appariements multivoques, i.e., des apparie-
ments où le sommet d’un graphe peut être apparié à un ensemble de sommets de l’autre graphe :

– Dans Champin et Solnon (2003), les graphes représentent les objets de conception d’une
application de CAO. Dans ce contexte, en fonction de la granularité de représentation
des objets, un composant d’un objet (i.e., un sommet du graphe) peut jouer le même
rôle qu’un ensemble de composants d’un autre objet. Par conséquent, les auteurs intro-
duisent une mesure de similarité de graphes basée sur des appariements multivoques où
un sommet d’un graphe peut être associé à plusieurs sommets d’un autre graphe.

– Dans Boeres et al. (2004), l’appariement de graphes est utilisé pour comparer des images
médicales de cerveaux à un modèle d’image de cerveau. Dans ce contexte, l’image mo-
dèle a un aspect schématique facile à segmenter alors que l’image médicale, souvent
bruitée, est généralement sur-segmentée. Par conséquent, une région de l’image modèle
peut correspondre à plusieurs régions de l’image réelle et la comparaison de ces images
est basée sur un appariement multivoque des deux graphes où un sommet du modèle
peut être apparié à plusieurs sommets de l’image réelle. Dans Deruyver et al. (2006), la
mise en correspondance de plusieurs sommets d’un graphe image à un même sommet
d’un graphe modèle est utilisé pour une segmentation sémantique d’images.

– Ambauen et al. (2003) définit une nouvelle distance d’édition de graphes qui intro-
duit deux nouvelles opérations d’édition –l’éclatement et la fusion de sommets– afin
de prendre en compte le fait que les images peuvent être sur- ou sous-segmentées.

Dans Sorlin et Solnon (2005), nous avons montré que la mesure de Champin et Solnon
(2003) est "plus générale" que toutes les autres mesures de similarité de graphes existantes :
il est possible de la paramétrer afin de la rendre équivalente aux mesures existantes. Cepen-
dant, cette mesure est parfois difficile à paramétrer. Dans cette mesure, deux sommets (ou arcs)
sont jugés d’autant plus similaires qu’ils partagent d’étiquettes communes. Or, dans de nom-
breuses applications (en particulier la reconnaissance d’images), certaines propriétés (telles
que la taille ou la couleur d’une région) sont des nombres et ne peuvent pas être représentés
par des étiquettes. En outre, dans Champin et Solnon (2003) la similarité de deux graphes dé-
pend des étiquettes retrouvées par un appariement et non pas de l’appariement lui même. Par
conséquent, le calcul de certaines mesures de similarité (e.g., Boeres et al. (2004)) est difficile
avec cette mesure.

Objectifs et plan. Un premier objectif de ce papier (section 2) est de proposer une nouvelle
mesure de similarité de graphes ayant le même pouvoir d’expression que la mesure de Champin
et Solnon (2003) mais plus simples à paramétrer. En section 3 nous montrons que toutes les
mesures de similarté de graphes existantes peuvent être vues comme des cas particuliers de
notre mesure. Dans une seconde partie (section 4), nous nous intéressons au problème du
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calcul de cette similarité. Nous proposons en particulier un algorithme de recherche locale
Taboue réactive et un algorithme à base de colonie de fourmis et nous présentons quelques
résultats expérimentaux.

2 Une nouvelle mesure de similarité de graphes

Appariement de graphes. Un graphe orienté G est défini par un couple G = (V, E), où V

est un ensemble fini de sommets et E ⊆ V ×V est un ensemble d’arcs orientés. Pour comparer
deux graphes, une première étape consiste à apparier leurs sommets afin d’identifier les points
communs à ces deux graphes. Nous considérons ici des appariements multivoques, i.e., chaque
sommet d’un graphe peut être apparié à un ensemble –éventuellement vide– de sommets de
l’autre graphe. Plus formellement, étant donnés deux graphes G = (V, E) et G′ = (V ′, E′),
un appariement m de ces deux graphes est une relation entre V et V ′ (i.e., m ⊆ V ×V ′) telle
que (u, v) ∈ m ssi le sommet u de G est apparié au sommet v de G′. Nous notons m(v) (resp.
m(u, v)) l’ensemble des sommets (resp. arcs) appariés à v (resp (u, v)) :

∀v ∈ V, m(v) = {v′ ∈ V ′|(v, v′) ∈ m}

∀v′ ∈ V ′, m(v′) = {v ∈ V |(v, v′) ∈ m}

Et par conséquent :

∀(u, v) ∈ E, m(u, v) = {(u′, v′) ∈ E′|u′ ∈ m(u), v′ ∈ m(v)}

∀(u′, v′) ∈ E′, m(u′, v′) = {(u, v) ∈ E|u ∈ m(u′), v ∈ m(v′)}

Fonctions de similarité de sommets et d’arcs. Pour chaque sommet v (resp. arc (u, v)) et
chaque ensemble de sommets sv (resp d’arcs se) auquels v (resp. (u, v)) peut être apparié,
nous devons évaluer à quel point les propriétés de v (resp. de (u, v)) sont retrouvées. Plus
formellement, nous supposons l’existence de deux fonctions simv et sime :

simv : (V, ℘(V ′)) ∪ (V ′, ℘(V )) →]−∞, 1]

sime : (E, ℘(E′)) ∪ (E′, ℘(E)) →]−∞, 1]

Ces fonctions dépendent de l’application considérée et sont utilisées pour exprimer les
connaissances de similarité et les contraintes que l’appariement recherché doit respecter. Ces
fonctions retournent 1 quand toutes les propriétés du sommet ou de l’arc sont retrouvées (la
similarité pour l’élément considéré est alors maximum) et −∞ quand l’appariement effectué
est incohérent (i.e., viole des contraintes). Les valeurs intermédiaires sont utilisées lorsque
seules quelques propriétés sont retrouvées et/ou qu’il est nécessaire de pénaliser l’appariement
effectué.

Similarité de graphes. Etant donné un appariement m de deux graphes G et G′, la similarité
de ces deux graphes par rapport à m est défini comme un ratio entre les propriétés retrouvées
par l’appariement m et le nombre de sommets et d’arcs des deux graphes (afin de normaliser

23



Mesurer la similarité de graphes

la similarité de deux graphes entre ]−∞, 1]) :

simm(G, G′) =

∑

v∈V ∪V ′

simv(v, m(v)) +
∑

(u,v)∈E∪E′

sime((u, v), m(u, v))

|V ∪ V ′|+ |E ∪ E′|

simm(G, G′) définit la similarité de deux graphes par rapport à un appariement. La simi-
larité entre deux graphes est définie comme la similarité induite par le meilleur appariement
(i.e., celui induisant la plus grande similarité) :

sim(G, G′) = max
m⊆V×V ′

simm(G, G′)

Notons que le mot "similarité" est ici utilisé dans son sens le plus commun : la similarité
de deux graphes est élevée si les graphes se "ressemblent" et est égale à 1 (le maximum) quand
les graphes sont "identiques". En effet, selon le choix des fonctions simv et sime, la similarité
de graphes telle que nous l’avons définie peut ne respecter aucune propriété mathématique
d’une fonction de similarité "classique". En général, notre similarité ne respecte pas l’inégalité
triangulaire, elle peut être assymétrique, la similarité d’un graphe avec lui même peut être
différente de 1 et la similarité de deux graphes peut être négative.

3 Comparaison avec d’autres mesures de similarité

En définissant correctement les fonctions simv et sime de similarité des sommets et des
arcs, notre mesure de similarité permet la résolution de nombreux problèmes d’appariements
de graphes. Nous présentons dans cette section quelques uns de ces problèmes et montrons
brièvement comment il est possible de les résoudre grâce à notre mesure. Nous invitons le
lecteur désirant plus de précisions à se référer à Sorlin et Solnon (2005) (la mesure utilisée
est celle de Champin et Solnon (2003) mais nous montrons ici que notre nouvelle mesure est
équivalente à celle de Champin et Solnon (2003)).

Isomorphisme de graphes. Le problème de l’isomorphisme entre deux graphes G = (V, E)
et G′ = (V ′, E′) tels que |V | = |V ′| consiste à trouver une application bijective φ : V → V ′

telle que (u, v) ∈ E ssi (φ(u), φ(v)) ∈ E ′. Cela revient à montrer que les deux graphes sont
structurellement identiques.

Le problème consiste à trouver un appariement univalent (i.e., chaque sommet est apparié
à au plus un autre sommet) préservant tous les sommets et tous les arcs des deux graphes.
Si la fonction simv (resp. sime) est telle qu’elle retourne 0 si le sommet (resp. l’arc) n’est
pas apparié, 1 s’il est apparié à un seul sommet (resp. arc) et −∞ s’il est apparié à plusieurs
éléments (afin d’éviter les appariements multivoques), nous pouvons montrer que la similarité
entre G et G′ est égale à 1 ssi les graphes sont isomorphes.

Isomorphisme de sous-graphe partiel. Le problème de l’isomorphisme de sous-graphe par-
tiel entre deux graphes G = (V, E) et G′ = (V ′, E′) tels que |V | ≤ |V ′| consiste à trouver
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une application injective φ : V → V ′ telle que (u, v) ∈ E ⇒ (φ(u), φ(v)) ∈ E ′. Cela revient
à montrer que la structure du graphe G est incluse dans le graphe G′.

Le problème consiste à trouver un appariement univalent préservant tous les sommets et
tous les arcs du graphe G. Si la fonction simv (resp. sime) se comporte comme pour l’isomor-
phisme de graphes pour les sommets (resp. les arcs) de G et qu’elle renvoie−∞ si un sommet
(resp. un arc) de G′ est apparié à strictement plus d’un autre sommet (resp. arc) et 1 sinon,
nous pouvons montrer que la similarité entre G et G′ est égale à 1 ssi tous les éléments de G

se retrouvent dans G′ par un appariement qui définit une application injective des sommets de
G dans les sommets de G′ (i.e., ssi G est isomorphe à un sous-graphe partiel de G′).

Nous avons montré dans Sorlin et Solnon (2005) qu’il est également possible de choisir
les fonctions de similarité de façon à modéliser le problème de l’isomorphisme de sous-graphe
non-partiel. Pour des raisons de place, nous ne détaillerons pas cette modélisation et nous
invitons le lecteur à ce référer au papier original.

Plus grand sous-graphe partiel. Etant donnés deux graphes G = (V, E) et G′ = (V ′, E′),
le problème du plus grand sous-graphe partiel commun consiste à trouver la taille du plus
grand graphe G′′ (en terme de nombre de sommets et d’arcs) qui soit un sous-graphe partiel
de G et de G′ (i.e., G′′ est inclus dans G et dans G′ à un renommage des sommets près). Le
plus grand sous-graphe partiel commun à deux graphes peut être vu comme l’intersection de
ces deux graphes et Bunke et Jiang (2000) définissent une mesure de similarité de graphes en
faisant le ratio entre la taille de ce sous-graphe et la taille des graphes considérés. Deux graphes
sont alors jugés d’autant plus similaires que leur intersection est grande (Lin (1998); Tversky
(1977)).

Le problème consiste à trouver un appariement univalent qui préserve un nombre maxi-
mum de sommets et d’arcs des deux graphes. Si on choisit les mêmes fonctions simv et sime

que pour le problème de l’isomorphisme de graphes, l’appariement qui maximise la similarité
identifie le plus grand sous-graphe partiel commun aux deux graphes.

De la même façon, il est montré dans Sorlin et Solnon (2005) que le calcul de la similarité
de deux graphes permet de résoudre le problème du plus grand sous-graphe non partiel com-
mun à deux graphes et de calculer la distance d’édition de graphes Bunke (1997) entre deux
graphes.

Appariements multivoques. Notre mesure de similarité est basée sur un appariement mul-
tivoque des graphes. Par conséquent, nous avons pu montrer qu’elle permettait le calcul des
mesures de similarité proposées par Boeres et al. (2004), Ambauen et al. (2003) et Champin et
Solnon (2003). Pour des raisons de place nous ne détaillons que la modélisation de la mesure
de Champin et Solnon (2003) et nous renvoyons le lecteur à Sorlin et Solnon (2005) pour les
autres mesures.

Champin et Solnon (2003) proposent une mesure de similarité de graphes multi-étiquetés
(i.e., un ensemble d’étiquettes est associé à chaque sommet et chaque arc). Deux graphes sont
jugés d’autant plus similaires que leur nombre d’étiquettes communes (par rapport à un ap-
pariement multivoque de leurs sommets) est grand. Cette mesure est générique car elle est
paramétrée par une fonction f de pondération des étiquettes communes aux deux graphes et
une fonction g pénalisant les éclatements de sommets. Notre nouvelle mesure est équivalente à
cette mesure : en effet, la fonction simv (resp. sime) peut calculer l’intersection entre les éti-
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quettes du sommet (resp. de l’arc) considéré et l’union des étiquettes des sommets (resp. arcs)
auxquels il est apparié afin d’extraire l’ensemble des étiquettes communes aux deux graphes.
Cet ensemble constitue l’argument de la fonction f de la mesure de Champin et Solnon (2003).
Par conséquent, il est possible de reproduire le comportement de la fonction f grâce aux fonc-
tions simv et sime. La fonction g de pondération des sommets éclatés peut également être
calculée par la fonction simv. Notre nouvelle mesure de similarité peut donc être équivalente
à la mesure de Champin et Solnon (2003) et les preuves d’équivalence avec les mesures de
similarité de graphes de Boeres et al. (2004) et Ambauen et al. (2003) réalisées dans Sorlin et
Solnon (2005) s’appliquent à notre nouvelle mesure. Notons cependant que la modélisation de
ces mesures est beaucoup plus simple avec notre nouvelle mesure qu’avec celle de Champin et
Solnon (2003).

4 Calcul de la mesure de similarité

Le calcul de notre mesure de similarité est un problème NP-difficile (il est plus général que
la recherche du plus grand sous-graphe commun à deux graphes). L’explosion combinatoire
rend les méthodes de recherches complètes (i.e., basées sur une exploration exhaustive de l’es-
pace de recherche et des méthodes de filtrage de cet espace) limitées à de très petits graphes
(quelques sommets seulement). Par conséquent, nous proposons trois algorithmes incomplets
(i.e., ne garantissant pas l’optimalité de la solution trouvée mais ayant une complexité fai-
blement polynomiale) permettant le calcul de la similarité de deux graphes. Ces algorithmes,
initialement proposés pour le calcul de la mesure de similarité de graphes de Champin et Sol-
non (2003) s’adaptent parfaitement à notre nouvelle mesure : selon le problème considéré, les
graphes manipulés ne sont plus nécessairement étiquetés ce qui améliore considérablement le
temps d’exécution de ces algorithmes.

Algorithme glouton. Dans Champin et Solnon (2003), un algorithme glouton de recherche
du meilleur appariement de deux graphes est proposé. L’algorithme démarre d’un appariement
vide (i.e., aucun sommet n’est apparié). A chaque itération, un nouveau couple de sommets
est ajouté à l’appariement courant. Le couple ajouté est choisi aléatoirement parmi ceux dont
l’ajout maximise la similarité courante. Ce processus est itéré tant que l’ajout d’un couple à
l’appariement améliore sa similarité. Cet algorithme a une complexité faiblement polynomiale
et, comme il est non déterministe, il peut être exécuté plusieurs fois afin de garder le meilleur
appariement trouvé.

Algorithme de recherche locale Taboue réactive. L’algorithme glouton retourne un appa-
riement m "localement optimal" : ajouter ou enlever un couple de sommets à m ne peut l’amé-
liorer. Cependant, il est parfois possible d’améliorer m en lui ajoutant et/ou en lui supprimant
plusieurs couples de sommets. Une recherche locale cherche à améliorer une solution courante
en explorant son voisinage : les voisins d’un appariement m sont les appariements obtenus en
ajoutant ou en supprimant un seul couple de sommets à m. En démarrant d’un appariement
initial, une recherche locale explore l’espace de recherche en se déplaçant de voisin en voisin
jusqu’à l’obtention de la solution optimale ou l’utilisation du nombre maximum d’itérations
autorisé. A chaque itération, le prochain voisin à explorer est choisi selon une heuristique.
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La recherche Taboue [Glover (1989); Petrovic et al. (2002)] est une des meilleures heuris-
tiques connues pour le choix du prochain voisin. Le voisin qui maximise la similarité est tou-
jours sélectionné mais, afin de ne pas rester autour d’un maximum local en réalisant toujours
les mêmes mouvements, une liste Taboue est utilisée. Cette liste mémorise les k derniers mou-
vements réalisés (i.e., les k derniers couples de sommets ajoutés ou enlevés) afin d’interdire
les mouvements inverses durant k itérations (i.e., ajouter un couple de sommets précédemment
supprimé ou supprimer un couple de sommets précédemment ajouté). Ce mécanisme permet
de s’échapper des maxima locaux.

La longueur k de la liste taboue est un paramètre critique : si la liste est trop longue, l’algo-
rithme converge trop lentement et si elle est trop courte, l’algorithme est incapable de quitter
les maxima locaux et d’améliorer la solution. Pour résoudre ce problème de paramétrage, nous
proposons dans Sorlin et Solnon (2005) d’utiliser la recherche locale taboue réactive de Battiti
et Protasi (2001) pour le calcul de la similarité de deux graphes. La longueur de la liste est
adaptée dynamiquement pendant la recherche en fonction du besoin courant de diversification
et d’intensification de la recherche. Une table de hachage mémorisant la clé de hachage de
tous les appariements explorés est utilisée. Quand un même appariement est exploré deux fois
(i.e., quand une collision survient dans la table de hachage), la recherche est diversifiée en al-
longeant la liste taboue. Si au contraire aucune collision ne survient pendant un nombre fixé
d’itérations, la recherche est intensifiée en raccourcissant la liste. Plus de détails peuvent être
trouvés dans Sorlin et Solnon (2005).

Algorithme d’optimisation par colonie de fourmis. Le principe des algorithmes d’optimi-
sation à base de colonie de foumis (ACO) [Dorigo et Caro (1999); Dorigo et Stützle (2004)]
consiste à reformuler le problème à résoudre en un problème de recherche d’un chemin optimal
dans un graphe (appelé graphe de construction) et à utiliser des fourmis artificielles pour trou-
ver les bons chemins de ce graphe. A chaque itération de l’agorithme (appelée cycle), chaque
fourmi de la colonie construit aléatoirement un chemin du graphe (i.e., une solution du pro-
blème) et de la phéromone est déposée sur les meilleurs chemins découverts lors de ce cycle.
Lors des cycles suivants, les fourmis construisent de nouveaux chemins avec une probabilité
dépendant de la phéromone déposée lors des cycles précédents et d’une heuristique propre au
problème considéré. La colonie de fourmis converge alors peu à peu vers les meilleurs so-
lutions. Des mécanismes de contrôle de la quantité de phéromone déposée sur le graphe de
construction déterminent l’efficacité d’un algorithme ACO : la quantité de phéromone dépo-
sée sur les composants des solutions peut être bornée afin de réguler l’effort de diversification
de la recherche et une évaporation de la phéromone au cours du temps est mise en place afin
"d’oublier" les mauvaises solutions construites.

Nous proposons dans Sammoud et al. (2005, 2006) un algorithme ACO pour le calcul de
la similarité de deux graphes. Les sommets du graphe de construction sont tous les couples
de sommets pouvant appartenir à un appariement. Chaque chemin du graphe construit par
les foumis est alors un appariement possible entre les graphes. Nous proposons une heuris-
tique adaptée aux problèmes d’appariements de graphes et nous comparons deux stratégies
phéromonales : une où la phéromone est déposée sur les sommets du graphe de construction
(exprimant l’intérêt d’ajouter le couple de sommets correspondant à un appariement) et une
autre où la phéromone est déposée sur les arcs (exprimant alors l’intérêt d’ajouter un couple
de sommets à un appariement sachant qu’un autre couple appartient déjà à cet appariement).
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Notre algorithme ACO est également couplé à une recherche locale qui améliore les solutions
construites à chaque cycle et permettant une convergence plus rapide de l’algorithme. Nous
invitons le lecteur voulant approfondir la question à lire Sammoud et al. (2005, 2006).

Résultats expérimentaux. Dans Sorlin et Solnon (2005); Sammoud et al. (2005, 2006) nous
testons et comparons nos algorithmes sur des problèmes d’isomorphisme de graphes et de
sous-graphes Foggia et al. (2001), sur les problèmes d’appariements non-bijectifs de graphes
de Boeres et al. (2004) ainsi que sur des problèmes de mesures de similarité de graphes basées
sur un appariement multivoque des sommets Champin et Solnon (2003). Les résultats montrent
que, sur les problèmes d’appariements de graphes les plus simples (i.e., les problèmes d’iso-
morphisme de (sous-)graphes), nos algorithmes peuvent être utilisés mais ne sont pas compé-
titifs avec des méthodes dédiées (e.g. Nauty McKay (1981) ou VFLIB Cordella et al. (2001)).
Sur les problèmes plus difficiles (notamment ceux basés sur des appariements multivoques),
nos algorithmes sont très compétitifs et permettent de résoudre des problèmes ayant plus d’une
centaine de sommets (contre une petite dizaine pour les approches complètes existantes). L’al-
gorithme glouton, très rapide, est le moins performant de nos trois algorithmes : il ne permet
généralement pas de trouver la solution optimale des instances difficiles. L’algorithme Tabou
réactif permet en général de trouver les solutions optimales des instances difficiles. Enfin, notre
algorithme ACO est globalement meilleur que Tabou sur les instances très difficiles mais né-
cessite en général un temps d’exécution plus long que l’algorithme Tabou.

5 Conclusion

Nous proposons une nouvelle mesure de similarité de graphes : basée sur un appariement
multivoque des sommets des graphes, elle permet la prise en compte des problèmes de sur- et
sous-segmentation en reconnaissance d’images. Notre mesure est paramétrée par des fonctions
de similarité des sommets et des arcs choisies en fonction de l’application considérée. Ces
fonctions rendent notre mesure générique dans le sens où elle est équivalente à la mesure de
Champin et Solnon (2003) (montrée générique dans Sorlin et Solnon (2005)) et que toutes les
autres mesures de similarité de graphes existantes peuvent être vues comme un cas particulier
de notre mesure. Nous proposons trois algorithmes de calcul de cette similarité et en particulier
un algorithme de recherche locale Taboue réactive et un algorithme basé sur l’optimisation à
base de colonie de fourmis meilleur que Tabou mais nécessitant un temps d’exécution plus
long. Ces algorithmes permettent le calcul de la similarité de graphes de plus de 100 sommets
alors que les méthodes complètes existantes ne permettent, dans le cas général, la comparaison
que de très petits graphes.
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Summary

Many applications involve matching two graphs in order to identify their common features
and compute their similarity. Different kinds of graph matchings, giving rise to different graph
similarity measures, have been proposed. A first goal of this paper is to propose a new graph
similarity measure based on a multivalent matching of the graph vertices. We show that this
measure is generic in the sense where it can be used to compute all other known graph sim-
ilarity measures. In a second part, we adress the problem of computing this measure and we
describe three algorithms: a greedy algorithm, that quickly computes sub-optimal solutions, a
reactive Tabu search algorithm, that may improve these solutions and an ant colony optimisa-
tion algorithm. Some experimental results are given.
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Résumé

Le treillis de Galois ou treillis des concepts a été uti-
lisé à de nombreuses reprises comme outil de classifica-
tion, notamment dans le domaine de la fouille de données.
L’objectif de ce papier est de proposer une description gé-
nérique de son utilisation en classification, afin de mettre
en évidence le fait que le treillis de Galois est plutôt ap-
proprié à des données détériorées. Nous ciblons ensuite
les poins clé de cette approche pour permettre une adap-
tation du treillis de Galois dans le cas spécifique où les
données sont des images de symboles bruités.

Mots Clef

Classification, treillis de Galois, extraction de connais-
sances, apprentissage.

1 Introduction

Nous proposons une première réflexion concernant
l’exploitation des treillis de Galois dans un processus de
reconnaissance des formes. Une étude récente [MNN05]
propose une comparaison de différentes méthodes de clas-
sification supervisée basées sur un treillis de Galois, où
les expérimentations présentées montrent clairement que
le treillis de Galois offre un cadre intéressant en classifica-
tion, malgré une complexité théorique exponentielle dans
le pire des cas. En effet, les treillis nous semblent appro-
priés, de par leurs facultés de validation de primitives per-
tinentes au regard d’un contexte particulier. Des pistes de
réflexion sont proposées et font l’objet d’expérimentations
menées au sein de notre laboratoire, dans le cadre d’une
problématique de reconnaissance de symboles. La recon-
naissance (figure 1) est classiquement réalisée en deux
étapes : l’apprentissagequi fait l’objet de la partie sui-
vante, et laclassificationqui sera présentée par la suite.

2 Apprentissage

La phase d’apprentissage consiste à organiser l’infor-
mation extraite d’un ensemble d’objets sous forme d’un
treillis de Galois. Nous nous plaçons dans le cas où les ob-
jets sont des images de symboles décrites par des vecteurs
numériques (ou signatures) de même taille extraits à par-
tir des images. Il est nécessaire d’avoir des données préa-

FIG. 1 – Description de la reconnaissance des formes

lablement normalisées pour que leur représentation soit
équivalente. Cette phase d’apprentissage se décompose en
2 étapes comme l’illustre la figure 1 :

– une étape dediscrétisationdes données numériques :
où les données sont réparties dans des intervalles dis-
joints. La discrétisation est essentielle à la construc-
tion du treillis de Galois. Un paramètre decritère de
coupeest nécessaire à la construction des intervalles.

– une étape deconstruction du treillisà partir des don-
nées discrétisées ne nécessitant aucun paramétrage.

2.1 Discrétisation

La discrétisation consiste à organiser les données nu-
mériquesp = (pi)i ≤ n, p ∈ O représentant différents
objets en intervalles discrets afin d’obtenir une caractéri-
sation spécifique de chaque classe d’objets.

La discrétisation est réalisée à partir des signatures que
l’on peut organiser sous forme d’une table de données à
double entrée (fig. 2). Au début, on construit pour chaque
caractéristiquei un intervallex = Ii regroupant l’en-
sembleVx des valeurspi des objetsp ∈ O. On peut ainsi
initialiser la relation d’appartenanceR qui s’en déduit.
Notons qu’après cette étape d’initialisation, chaque objet
p ∈ O est en relation selonR avec l’unique intervalle
x = Ii pour chaque caractéristiquei.

Il s’agit ensuite de sélectionner unintervallex ∈ I à
couper, et unpoint de coupedans cet intervallevj ∈ Vx

parmi lesn valeursVx = v1, . . . , vn triées par ordre
croissant de l’intervalle, puis de couper l’intervallex en
deux intervallesx′ et x′′ avecVx′ = v1 ≤ . . . ≤ vj
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et Vx′′ = vj+1 ≤ . . . ≤ vn. Chaque objet sera alors
en relation d’appartenanceR avec l’un des deux inter-
valles créés, ce qui permet de différencier les deux sous-
ensembles d’objets formés. On réitère le procédé de dé-
coupage des intervalles tant que l’on n’est pas capable de
distinguer chacune des classes. La sélection de l’intervalle
à couper est dépendante d’uncritère de coupeà définir.

Lorsque chaque classe est caractérisable par un en-
semble d’intervalles qui lui est propre, on obtient une table
discrétisée (fig. 3) contenant l’ensemble des objetsp ∈ O
et des intervallesI = I1 × I2 × . . .× Im avecIi les inter-
valles obtenus pour chaque caractéristiquei = 1 . . .m.
Toute caractéristiquek qui n’a jamais été sélectionnée
pour être discrétisée, contient un seul intervalle (|Ik| = 1)
en relation avec tous les objets, elle n’est donc pas discri-
minante, et peut être retirée de la table discrétisée. Cette
table permet de déduire la relation d’appartenanceR, et
par conséquent, pour un objetp = (p1, p2, . . . , pm) ∈ O
où pi est la valeur pour la caractéristiquei = 1 . . .m, de
connaître l’ensembleIp des intervalles associés àp.

Exemple 1 Prenons l’exemple de la table 2. Elle présente
les données normalisées de 10 objets répartis suivant 4
classes. La signature caractérisant chaque objet est com-
posée de 3 caractéristiques (a, b et c). Après discrétisa-
tion par un critère de coupe défini à partir d’un calcul
d’entropie, on obtient la table de la figure 3. Chacune des
caractéristiques a été sélectionnée et découpé une seule
fois, elles sont donc toutes conservées.

FIG. 2 – Signatures des 10 objets

2.1.1 Critère de coupe

De nombreux critères permettent de sélectionner l’in-
tervalle à diviser et son point de coupe. Le choix de ce
paramètre est déterminant pour l’apprentissage. Nous re-
cherchons un intervallex ∈ I, dont les valeursVx =
(v1 . . . vn) sont triées par ordre croissant, quimaximise

FIG. 3 – Table discrétisée avec le critère de coupe d’en-
tropie

un critère, pour une valeurvj donnée. L’intervalle sera
coupé entrevj et vj+1. Parmi les critères, citons ladis-
tance maximale, l’entropieet lecoefficient de Hotelling.

Le critère de distance maximalechoisit l’intervalle qui
possède un écart maximal entre deux valeurs consécu-
tives. C’est un critère non supervisé. Il est en effet possible
que la coupe de l’intervalle soit faite entre deux objets de
la même classe. Ce critère de discrétisation peut donc en-
traîner un très grand nombre de découpes. Lecritère d’en-
tropie permet quant à lui de séparer au mieux les classes,
car il évalue le degré de mélange des classes (critère su-
pervisé). Cependant il ne prend pas en compte l’écart entre
les différentes classes. Enfin lecritère de Hotellingchoisit
l’intervalle qui maximise la distance entre les différentes
classes (i.e. la variance inter-classe) et minimise l’épar-
pillement au sein de chacune des classes (i.e. la variance
intra-classe). Il prend en compte les classes ainsi que leur
organisation, et notamment des distances qui les séparent.

Tout critère supervisé s’annule lorsque les classes sont
correctement séparées. Ainsi, lorsque la table discrétisée
sépare les classes, les critères d’entropie et de Hotelling
sont nuls, alors que la distance maximale (critère non su-
pervisé) peut encore être utilisée. En poursuivant la dis-
crétisation par ce critère, la table obtenue contiendra plus
d’intervalles et une description plus fine des classes.

Notons la possibilité d’intégrer des données symbo-
liques aux données numériques. L’intégration de ces don-
nées consiste à calculer une extension de la relation d’ap-
partenanceR pour ajouter ces données au treillis. Cette
intégration peut aussi être réalisée au cours de l’initialisa-
tion de la relationR, avant la discrétisation ; et ainsi servir
à affiner le critère de coupe.
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2.2 Construction du treillis de Galois

Après la phase de discrétisation vient la construction
du treillis. Cette étape est totalement déterminée par la re-
lation d’appartenanceR obtenue. Aucun critère ou para-
mètre n’est à prendre en compte pour la construction du
graphe étant donné qu’il représente toutes les combinai-
sons possibles de relationsR entre objets et intervalles.

2.2.1 Description

Un treillis de Galois est composé d’un ensemble de
conceptsreliés par inclusion, et qui forment ainsi un
graphe possédant les propriétés d’un treillis.

On associe à un ensemble d’objetsA ⊆ O l’ensemble
f(A) des intervalles en relation avec les objets deA :

f(A) =
⋂
p∈A

Ip = {x ∈ I | pRx ∀ p ∈ A}

Duallement, pour un ensemble d’intervallesB ⊆ I, on
definit l’ensembleg(B) des objets en relation avec les in-
tervalles deB :

g(B) = {p ∈ O | pRx ∀ x ∈ B}

Les fonctionsf et g définies entre objets et intervalles
forment unecorrespondance de Galois.

Un concept formelest un couple objets-intervalles
en relation selonR. Plus formellement, c’est un couple
(A,B) avecA ⊆ O, B ⊆ I, f(A) = B etg(B) = A.

Le concept minimal au sens de la relationR contient
tous les objetsO. Il s’agit du concept(O, f(O)). L’en-
semblef(O), généralement vide, correspond aux inter-
valles partagés par tous les objets. Duallement, le concept
maximal est(g(I), I).

Exemple 2 Sur la table de la figure 3, le concept(∅, I)
est le concept maximal du treillis de Galois carg(I) =
∅ (aucun objet n’est en relation avec tous les intervalles
à la fois). A l’inverse, si on applique la fonctionf sur
l’ensembleO de tous les objets, on obtient un ensemble
vide d’intervalles car nous avons supprimé les intervalles
en relation avec l’ensemble des objets. Le concept(O, ∅)
est donc le concept minimal du treillis.

Les concepts correspondant aux relations objets-
intervalles sont ordonnées par inclusion pour former le
treillis de Galois de la relationR. Sa représentation est
unique. Il existe de nombreux algorithmes de génération
du treillis de Galois : Bordat [Bor86], Ganter [Gan84],
Godin et al. [GMA91] et Nourine et Raynaud [NR99] qui
a la meilleure complexité théorique (complexité quadra-
tique par élément du treillis produit).

La principale limite de l’utilisation du treillis de Galois
est dûe à son coût à la fois en temps et en espace. En effet,
la taille du treillis est bornée par2|S| dans le pire des cas,
et par|S| dans le meilleur des cas. Notons cependant que

FIG. 4 – Treillis de Galois

sa taille reste raisonnable en pratique, comme l’illustrent
les expérimentations qui en ont déjà été faites.

Afin de limiter cette complexité exponentielle, notons
la possibilité de générer non pas le treillis lui-même, mais
une représentationdu treillis. Parmi les nombreuses re-
présentations proposées dans la littérature, citons la repré-
sentation par unsystème de règles d’implication[BN04,
TB01] que l’on retrouve en analyse de données. Une telle
représentation permet, outre sa propriété de représentati-
vité condensée du treillis, d’éviter la génération complète
du treillis en proposant unegénération à la demandedes
concepts du treillis qui sont nécessaires au cours de la
phase de reconnaissance (i.e. de classification).

3 Classification

Lorsque la phase d’apprentissage est achevée et que
le treillis de Galois est généré, il est possible de passer
à l’étape de classification. Le principe est de déterminer
la classe de nouveaux objets, c’est à dire de reconnaître la
classe d’objets qui peuvent être plus ou moins détériorés
comme l’illustre la figure 1.

3.1 Principe de la navigation

Le treillis de Galois peut être vu comme un espace de
recherche dans lequel on évolue en fonction des carac-
téristiques validées. Il s’agit à partir duconcept minimal
(O, f(O)) où toutes les classes des objets sontcandidates
à la reconnaissance et aucun intervalle n’est validé, de pro-
gresser étape par étape au sein du treillis de Galois par va-
lidation de nouveaux intervalles et par conséquent réduc-
tion de l’ensemble d’objets, jusqu’à unconcept finaloù
les objets restants, qui sont en relation avec tous les inter-
valles validés durant le parcours du graphe, sont tous de la
même classe (fig. 5). En pratique, la navigation est effec-
tuée dans le diagramme de Hasse, c’est à dire la réduction
réflexive et transitive du treillis de Galois.
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FIG. 5 – Navigation dans le treillis de Galois

3.1.1 Description d’une étape élémentaire de classifi-
cation

Une étape élémentaire de classification consiste à partir
d’un concept courant à sélectionner un ensemble d’inter-
vallesS et à faire un choix parmi ces intervalles afin de
progresser vers un nouveau concept courant. Plus précisé-
ment,S est une famille d’intervalles obtenue à partir des
n successeurs(A1, B1), . . . , (An, Bn) du concept courant
(A,B) par :

S =
n⋃

i=1

Bi\B = {X1, . . . , Xn}

S vérifie les propriétés suivantes :
– Xi

⋂
Xj = ∅, ∀i, j ≤ n, i 6= j

– |Xi

⋂
Ij | ≤ 1, ∀i ≤ n,∀j ≤ m, c’est à dire que

Xi ne peut contenir 2 intervalles issus d’une même
caractéristiquei.

Il s’agit ensuite de choisir un ensemble d’intervalles
parmi Xi, et donc définir uncritère de choixpour la sé-
lection de ces intervalles. Plus précisément :

ChoisirXi parmiS = {X1, . . . Xn}.

Ce choix est essentiel à toute étape élémentaire de clas-
sification, base de la navigation dans le treillis et de la
reconnaissance d’un symboles. Ce choix est donc dépen-
dant des données, et non de la structure. Plus précisément,
il est déterminé par uncritère de choixdéfini à partir d’une
mesure de distanceentres et un intervalle.

Exemple 3 Dans l’exemple (fig. 4), le choix à par-
tir du concept minimal doit être fait parmiS =
{{c2}, {b1}, {b2}, {a2}}. Notons qu’il existe dans le
treillis de Galois plusieurs chemins (scénarii de recon-
naissance) permettant d’aboutir à une même classe. C’est
cette propriété qui nous motive à utiliser le treillis de Ga-
lois dans le cadre d’une classification d’objets détériorés.

3.1.2 Mesure de distance

Faire un choix parmiS nécessite l’utilisation d’uneme-
sure de distanceentre la valeursi du symboles à classifier
et un intervallex ∈ Ii. Dans notre expérimentation, nous
avons utilisé le ratio entre la distance euclidienne desi au
centre de l’intervalle et la demi-longueur de celui-ci :

d(si, x) =

√
(si − xmilieu)2√

(xborneInf − xmilieu)2

Par abus de notation, notonsd(s, x) au lieu ded(si, x)
cette mesure de distance, afin de pouvoir l’étendre à un
ensemble d’intervallesX ⊆ I :

d(X) =
1
|X|

∑
x∈X

d(s, x)

3.1.3 Critères de choix

Etant donnésS = {X1, . . . , Xn} la famille des inter-
valles sélectionnés, etd(s,X) la mesure de distance entre
l’objet s à classifier et un ensemble d’intervallesX ⊆ I,
il s’agit de mettre en place un critère de choix pour sé-
lectionnerXi parmi S. De nombreux critères de choix
peuvent être définis, dont une liste exhaustive n’est pas
envisageable. Voici quelques exemples simples :

1 choisiri tel qued(s,Xi) est minimal.
2 choisiri tel que|Xi

⋂
Ik| = |{x ∈ Xi

⋂
Ik}| est maxi-

mal, avecIk l’ensemble desk premiers intervalles de
S triés par ordre croissant selon la distanced(s, x).

3 choisir i tel que |{x ∈ Xi tel qued(s, x) < dc}| est
maximal, avecdc une constante.

Notons que le critère n˚1, défini de manière globale sur
chaqueXi, possède l’inconvénient de noyer le bruit. Le
second critère suit le principe desk plus proches voisins
[CH67], et le critère n˚3 est un cas particulier du second.
Ces critères étant locaux pour chaquei = 1 . . . n, on peut
en imaginer des plus sophistiqués faisant apparaître :

4 une combinaison de ces différents critères de choix, et
surtout en cas de choix multiples, c’est à dire si plu-
sieursXi donnent le même résultat.

5 les intervalles de
⋃n

i=1 Xi d’un même attributj :⋃n
i=1 Xi

⋂
Ij et d(Xi

⋂
Ij) de manière à favoriser

un attributj, par exemple supposé non détérioré.
6 la notion de concepts discriminants (lorsque l’union des

intervalles ne se retrouve que dans le concept maxi-
mal) et non discriminants (l’union des intervalles se
retrouve dans un concept différent du concept maxi-
mal) pour favoriser les concepts non discriminants.
Le choix dans ce cas n’exclurait pas le parcours de
toute une partie du treillis de Galois et la prise de
risque serait faible. A l’inverse, une décision entre
des concepts discriminants est délicate car exclusive.

7 le taux d’intervalles deXi inférés par rapport à l’en-
semble|Xi|, c’est à dire le pourcentage d’intervalles
validés par le choix dei alors qu’ils ne contiennent
pas les valeurs de l’objet à reconnaître.

Enfin, nous envisageons d’évaluer la prise de risque à
chaque étape élémentaire de classification par l’utilisation
de la théorie du flou. Ainsi on aurait une estimation du
critère de choix qui permettrait d’arrêter la progression
dans le graphe lors d’une prise de décision comportant un
risque d’erreur important. Ce serait une autre manière de
repérer une prise de décision délicate, qui nécessite une
meilleure signature de l’objet à reconnaître.
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4 Résultats expérimentaux

Nous avons mis en évidence le fait que le treillis de Ga-
lois est approprié dans le cas d’une classification d’objets
détériorés. En effet, le treillis de Galois propose plusieurs
chemins pour reconnaître la même classe, qui sont autant
de scénarii de classification correcte des objets bruités.

Cette étude expérimentale compare le treillis de Ga-
lois à un autre graphe mieux connu : l’arbre de décision.
Nos données sont constituées des symboles de GREC
2003 [GRE03], où chaque classe de symbole, comporte
90 symboles détériorés par la méthode de Kanungo et al.
[Ka94]. Nous avons réalisé l’ensemble des tests présentés
dans cette expérimentation pour 2 groupes de 10 classes
de symboles chacun, soit 2 ensembles de 900 symboles.

A partir des images de symboles nous avons extraits
3 signatures différentes : une signature de 33 valeurs nu-
mériques calculées avec la méthode de Fourier-Mellin
[AOC+00], une signature de 50 valeurs basée sur la trans-
formée de Radon [TW03] et une signature de 24 inva-
riants de Zernike [Tea03]. A partir de ces 3 signatures,
nous avons formé 3 combinaisons en les concaténant deux
à deux : FMZern (Fourier-Mellin et Zernike), FMRad
(Fourier-Mellin et Radon) et RadZern (Radon et Zernike).

Le tableau de la figure 6 présente une comparaison des
taux de reconnaissance de l’arbre de décision et du treillis
selon la signature utilisée. Nous avons utilisé le coefficient
de Hotelling et le critère de choix n˚4 défini par :

Choix : Choisir i tel que|{x ∈ Xi tel qued(s, x) < 1}|
est maximal. Puis en cas de choix multiples, choisir
i tel que|{x ∈ Xi tel qued(s, x) < 1, 1}| est maxi-
mal. Puis en cas de choix multiples, choisiri tel que
d(s,Xi) est minimal.

Les meilleurs résultats sont obtenus pour le treillis avec
la signature de Radon. Les signatures combinées ne font
pas mieux, cependant le second meilleur taux est obtenu
avec la combinaison Radon/Zernike.

FIG. 6 – Comparaison des signatures

Pour comparer les taux de reconnaissance obtenus se-
lon le critère de coupe (fig. 7), nous avons utilisé la signa-

ture de Radon et le critère de choix n˚4. Pour le treillis, la
distance maximale et le coefficient de Hotelling donnent
les meilleurs taux. Cependant, dans le tableau de la figure
8, on constate que le coefficient de Hotelling offre une
structure (nombre de concepts du treillis) plus petite que
celle obtenue avec la distance maximale. Ce critère super-
visé est donc le meilleur compromis entre une faible taille
de structure et un bon taux de reconnaissance.

FIG. 7 – Comparaison des critères de coupe

FIG. 8 – Taille des structures obtenues selon le critère de
coupe utilisé pour la discrétisation

Nous avons ensuite comparé plusieurs critères de choix
en utilisant la signature de Radon et le coefficient de Ho-
telling. On observe dans le tableau de la figure 9 que le
treillis de Galois obtient les meilleurs taux de reconnais-
sance pour le critère n˚4. Cependant, les résultats obtenus
par les différents critères restent relativement proches.

FIG. 9 – Comparaison des critères de choix

5 Conclusion et perspectives

Dans ce papier, nous décrivons génériquement l’utili-
sation du treillis de Galois en classification pour cibler et
mettre en avant l’ensemble des points essentiels de cette
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approche. Cette étape nous permet de nous focaliser sur
les différents éléments ciblés pour une adaptation au cas
spécifique de la reconnaissance de symboles détériorés.
La figure 1 récapitule l’ensemble des étapes du traitement,
les éléments paramétrables et les extensions possibles.

La discrétisation est essentielle car elle détermine l’or-
ganisation des données pour la construction du treillis de
Galois. En effectuant undécoupagedes intervalles au-delà
de l’étape permettant de caractériser chacune des classes,
il est possible d’obtenir une description plus complète des
classes. De plus, nous avons mis en évidence la possibilité
d’intégrer desdonnées symboliquesau cours de l’appren-
tissage. Une telle extension peut être réalisée avant (pour
affiner le critère de coupe) ou après la discrétisation.

Pour limiter la complexité exponentielle du treillis de
Galois, il est possible de mettre en place un système de
règles d’implicationqui propose une représentation ré-
duite, compréhensible et unique du graphe. De plus, ce
système de règles permet de générer les conceptsà la de-
mande, c’est à dire de construire uniquement les concepts
nécessaires à la phase de reconnaissance. Signalons égale-
ment la possibilité d’évolution du treillis de Galois (ou des
règles) sans remettre en cause le dispositif (aspectincré-
mental), aussi bien pour l’ajout de nouvelles classes que
pour la reconnaissance trop risquée d’un objet qui néces-
site une description plus précise. Cette prise de risque peut
être évaluée soit par la notion d’intervalles discriminants,
soit par l’utilisation de la théorie du flou.

Nous pensons instaurer un système de reconnaissance
itératif, où la première itération serait un parcours du
treillis jusqu’à un concept contenant plusieurs classes can-
didates et permettrait d’en éliminer certaines. Alors, un
nouveau treillis serait construit à partir de cet ensemble
de classes candidates. Cette approche paraît intéressante
pour traiter de grands ensembles de classes, ce qui actuel-
lement est assez coûteux et les premiers résultats semblent
prometteurs. Nous envisageons aussi d’exploiter et de
confronter les résultats obtenus avec plusieurs signatures
ou plusieurs parties d’une même signature.

Nous envisageons également d’essayer de construire
une structure que l’on pourrait situer entre l’arbre de déci-
sion et le treillis de Galois, c’est à dire une sorte de treillis
simplifié où seuls certains concepts seraient conservés.

Enfin, nous prévoyons de fusionner plusieurs tables
discrétisées pour construire un treillis de Galois compor-
tant plus d’intervalles décrivant chacune des classes.
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