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Présentation 
L’atelier sur la fouille de données complexes dans un processus d’extraction de 
connaissances  est organisé à l'instigation du  groupe de travail " Fouille de données 
complexes " et s’inscrit dans le cadre de la conférence EGC04 qui se tient à Clermont 
Ferrand.  

Cet atelier se veut être un lieu de rencontre que nous souhaitons annuel où 
chercheurs/industriels peuvent partager leurs expériences et expertises dans le domaine de la 
fouille de données complexes i.e. des données non structurées comme c’est le cas dans le 
web, les séquences vidéo, etc.  

L'atelier se veut ouvert. On  y trouvera aussi bien un travail abouti, des réflexions sur la 
fouille de données complexes ou un travail préliminaire (qui présentera davantage un 
problème qu'une solution). Nous souhaitons des discussions riches sur les liens entre 
différentes disciplines. 

Thèmes 
Dans tous les domaines tels que le multi-média, la télédétection, l'imagerie médicale, les bases 
de données, le web sémantique, la bio informatique et bien d'autres, les données à traiter pour 
y extraire de la connaissance utilisable sont de plus en plus complexes et volumineuses. 

Ainsi est-on amené à devoir manipuler des données souvent non structurées 

• Issues de diverses provenances comme des capteurs ou sources physiques 
d'informations variées ;  

• Représentant la même information à des dates différentes ;  

• Regroupant différents types d'informations (images, textes) ou encore de différentes 
natures (logs, contenu de documents, ontologies, etc.).  

Aussi la fouille de données complexes ne doit plus être considérée comme un processus isolé 
mais davantage comme une des étapes du processus plus général d'extraction de 
connaissances dans les bases de données (ECDB). En effet, avant d’appliquer des techniques 
de fouille de données, les données complexes ont besoin de structuration. De plus anticiper, 
dès la phase de pré-traitement des données, l’étape de fouille de données ainsi que la notion 
d‘utilité des motifs extraits est également un sujet visé par cet atelier. 

 La liste de thèmes pouvant être abordés dans cet atelier : 

• Pré traitement, structuration et organisation des données complexes :  
o Enrichissement des données (données inférées, connaissances, etc.) 



o Sélection, nettoyage des données 
o Codage, transformation des données 
o Intégration de données 
o Conception d’entrepôts de données  
o Modélisation des données complexes, méta-données, XML … 

• Processus et méthodes de fouille de données complexes :  
o Evaluation des méthodes actuelles 
o Proposition d’approches nouvelles (par exemple hybrides ou multi-stratégies) 
o Sélection de sources des données et d'attributs 
o Utilisation de relations spatiales ou temporelles entre les données 
o Utilisation de connaissances du domaine pour optimiser l'extraction… 

• Retours d'expériences d'extraction de connaissances à partir de données complexes (Web, 
sciences du vivant, etc.). 

Déroulement de la journée  
L'atelier est constitué d'une série d'exposés (présentations orales courtes ou longues).  

Une présentation des deux thèmes de travail  « Fouille de données complexes » est prévue à 
partir de 16h, suivie d’une discussion plus générale sur les actions à entreprendre au niveau du 
groupe de travail. 

Responsables : Gançarski Pierre (AFD-LSIIT)  et Trousse Brigitte  (Axis-Inria) .  

Les responsables tiennent à remercier vivement : 
• Les auteurs pour leur contribution 
• Les membres du comité de lecture pour leur travail scientifique effectué dans les 

délais très courts ainsi qu’aux trois relecteurs additionnels : Fabrice Rossi (AxIS 
INRIA), Lionel Savary (Prism-Université de Versailles) et Eric Lefevre (LGI2A – 
Université de l’Artois) 

• Mohand-Saïd Hacid, responsable des ateliers à EGC 2004 et Jean-Marc Petit, 
président du comité d’organisation, pour leur aide et leur disponibilité pour la 
préparation de cet atelier 

• Ainsi que Sophie Honnorat (Axis INRIA) pour son soutien dans l’organisation. 

Comité de lecture 
Le comité de lecture est composé d'un représentant par laboratoire membre du GT "Fouilles 
de Données Complexes" et d'experts du domaine. 

• Aufaure Marie-Aude  (Supélec) 
• Bennani Younès (LIPN) 
• Bouet Marinette (LIMOS) 
• Bounekkar Ahmed (LASS) 
• Boussaïd Omar (ERIC) 
• Diday Edwin (CEREMADE) 
• Elfaouzi Nour-Eddin (INRETS) 
• Frélicot Carl (L3I) 
• Gallinari Patrick (LIP6) 
• Martin Lionel (LIFO) 
• Masséglia Florent (INRIA) 
• Morin Annie (IRISA)   

• Lebart Ludovic (CNRS et ENST) 
• Lechevallier Yves (INRIA) 
• Napoli Amedeo (LORIA) 
• Nugier Sylvaine (EDF) 
• Saidi-Glandus Alexandre (LIRIS) 
• Tommasi Marc (GRAPPA) 
• Tourcel Bernard (LIFL) 
• Wemmert Cédric (LSIIT) 
• Zeitouni Karine (PRISM) 
• Mohand-Saïd Hacid (LIRIS) 
• Zighed Djamel (ERIC) 



8h30 – 8h45  Accueil des participants

8h45 – 9h00 Ouverture de l'atelier

9h00 – 12h30   Communications orales - Session 1

9h00 - 9h25 Extension de l'algèbre relationnelle aux données symboliques
Tao Wang - Karine Zeitouni

9h25 - 9h50 Sélection automatique d'index dans les entrepôts de données
Kamel Aouiche - Jérôme Darmon - Omar Boussaïd

9h50 - 10h15 Extraction de connaissances provenant de données multisources pour la 
caractérisation d'arythmies cardiaques
Elisa Fromont - Marie-Odile Cordier - René Quiniou

10h15 - 10h25 Classification multisource via la théorie des croyances
Anis Ben Aïssa - Nour-Eddin  El Faouzi - Eric Lefevre

10h30 - 11h00 Pause 

11h00 - 11h25 Intégration des connaissances du domaine pour la fouille de données 
complexes
Walid Ben Admed - Mounib Mekhilef - Michel Bigand - Yves Pages

11h25 - 11h50 Classification automatique à partir de données logs Web et de 
connaissances sur le site
Mireille Arnoux - Yves Lechevallier -Doru Tanasa - Brigitte Trousse - 
Rosanna Verde

11h50 - 12h15 Recherche par le contenu dans une base d'images fixes : l'intérêt
des règles d'association

12h15 - 12h25 Tableau de bits indexé pour la recherche de séquences fréquentes -
Application à l'enquête MENAGE
Lionel Savary - Karine Zeitouni

12h30 - 14h Déjeuner

Programme



14h - 15h30  Communications orales - Session 2

14h00 - 14h25 Extraction de classes homogènes et création d'objets symboliques
Aïcha El Golli - Yves Lechevallier

14h25 - 14h50 Application aux images hyperspectrales d'une nouvelle méthode de 
sélection d'attributs pour la classification d'objets complexes
Alexandre Blansché - Pierre Gançarski

14h50 - 15h00 DISDAMIN : Algorithmes de data mining distribués
Valérie Fiolet - Bernard Toursel

15h00 -15h10 Pertinence des métriques fractionnaires pour l'analyse des données 
de grande dimension (signature génomique)
Sylvain Lespinats - Patrick Deschavanne - Alain Giron - Bernard Fertil

15h10 - 15h20 Visualisation avec les cartes topologiques catégorielles
Mustapha Lebbah - Fouad Badran- Sylvie Thiria 

15h20 - 15h30 Détection de motifs dans des images médicales par apprentissage 
supervisé
Arthur Tennehaus - Maxime Saporta - Alain Giron - Bernard Fertil

15h30 - 15h40 SOM-ART : Incorporation des propriétés de plasticité et de stabilité
dans une carte auto-organisatrice
Farida Zehraoui - Younès Bennani

15h30 - 16h00 Pause

16h00 -17h30 Rencontre entre les participants du groupe de travail FDC
   Animateur : Djamel Zighed

Présentation des deux thèmes du groupe 

Structuration et organisation des données complexes (30 mn)
    Animateurs : Omar Boussaid et Florent Masséglia

Classification d'objets issus de plusieurs sources de données  (30 mn)
   Animateur : Pierre Gançarski

Discussion sur les actions futures du groupe

17h30-18h30 Cocktail



Page

Extension de l'algèbre relationnelle aux données symboliques 1

Extraction de classes homogènes et création d'objets symboliques 9

Extraction de connaissances provenant de données multisources
pour la caractérisation d'arythmies cardiaques

19

Classification multisource via la théorie des croyances 31

Intégration des connaissances du domaine pour la fouille de 
données complexes

45

Classification automatique à partir de données logs Web et de 
connaissances sur le site

59

Recherche par le contenu dans une base d'images fixes : l'intérêt
des règles d'association

73

Tableau de bits indexé pour la recherche de séquences fréquentes - 
Application à l'enquête MENAGE

83

Sélection automatique d'index dans les entrepôts de données 91

Application aux images hyperspectrales d'une nouvelle méthode de 
sélection d'attributs pour la classification d'objets complexes

103

DISDAMIN : Algorithmes de data mining distribués 115

Pertinence des métriques fractionnaires pour l'analyse des données 
de grande dimension (signature génomique)

135

Visualisation avec les cartes topologiques catégorielles 143

Détection de motifs dans des images médicales par apprentissage 
supervisé

155

SOM-ART : Incorporation des propriétés de plasticité et de stabilité 
dans une carte auto-organisatrice

169

Table des matières



  



1 

Extension de l’algèbre relationnelle aux données symbolique 
 

Tao Wan, Karine Zeitouni  
 

Laboratoire PRISM  
Université de Versailles 

{Tao.Wan, Karine.Zeitouni}@prism.uvsq.fr 
 

Résumé. De nombreuses applications nécessitent la gestion de données non atomiques, 
c’est à dire qui ne sont pas de simples valeurs numériques ou catégorielles. Les données 
symboliques constituent une piste intéressante pour la gestion de telles applications. 
Seulement, les travaux existants sont davantage orientés vers l’extension des méthodes 
statistiques et d’analyses à ce type de données que pour l’interrogation et la manipulation. 
Cet article propose une extension de l’algèbre relationnelle aux données symboliques. 
L’essentiel de cette extension est de redéfinir les restrictions et les jointures avec des 
prédicats flous. En effet, la comparaison exacte entre données symboliques complexes 
provoquerait souvent des réponses vides. Des requêtes complexes peuvent être formulées 
en utilisant des liens logiques dont la sémantique est** paramétrée pour s’adapter à des 
scénarios spécifiques. 

  
 
 

1. Introduction  

1.1. Motivation de l’extension de l’algèbre relationnelle aux données symboliques 
De nombreuses applications nécessitent la gestion de données non atomiques, c’est à dire qui ne sont 

pas de simples valeurs numériques ou catégorielles. C’est le cas de l’analyse des risques du transport où 
l’on gère des mesures de distributions (de pollution par exemple), ou des intervalles (temporels) et enfin 
des ensembles ou des séquences de trajets pour la description des déplacements de la population [2]. Les 
données symboliques constituent une piste intéressante pour la gestion de telles applications. Par ailleurs, 
l’analyse exploratoire des bases de données ainsi produites est la clé de voûte de la compréhension du  
phénomène étudié. 

L’OLAP constitue un outil d’analyse exploratoire efficace pour des données relationnelles. Nous 
nous proposons d’étudier l’extension des techniques OLAP vers les données symboliques. Notre 
recherche à terme vise la génération d’entrepôts de données symboliques, le prolongement des fonctions 
OLAP et des cubes de données vers ces nouveaux types et l’extraction de résumés symboliques. Mais 
auparavant, les opérateurs de base, tels que la sélection ou la jointure, doivent être définies. Il n’existe 
pas, à notre connaissance, de travaux sur l’interrogation et la manipulation des données symboliques. Par 
conséquent, le début de notre travail vise à étendre l’algèbre relationnelle aux données symboliques. 

 

1.2. Introduction aux données symboliques 
Nouveau paradigme de description de données, les données symboliques permettent de définir des 

structures de données complexes. Celles-ci représentent les variations internes telles que des distributions 
ou des intervalles et sont liées par des règles de dépendances ou des taxonomies [1]. Ainsi, elles sont plus 
adaptées que les données atomiques pour représenter des observations dont les attributs sont 
naturellement multi-valués ou définissant des distributions. On parle de données symboliques natives. 

Un autre intérêt des données symboliques est de permettre d’extraire et de résumer des objets de 
grandes bases de données en concepts de plus haut niveau afin de mieux les appréhender et d'en extraire 
de nouvelles connaissances. Ces concepts sont alors décrits par des valeurs symboliques. Par comparaison 
au modèle relationnel, ces valeurs symboliques sont comparables aux agrégats, sauf qu’au lieu de 
retourner une valeur simple, ils résument de façon plus riche les données en multi-valeurs, en 
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histogrammes ou en intervalles. La figure 1 montre un exemple de comparaison entre agrégation 
classique des données relationnelles et génération des données symboliques à partir de la même table. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

1.3. Spécificités 
Les principaux types des données symboliques sont les intervalles, les multi-valeurs et les données 

multi-valuées pondérées dites distributions. Les multi-valeurs peuvent être traitées comme un cas 
particulier des distributions où les poids sont identiques. Au vu des applications réelles, le résumé par 
intervalle est moins informatif. C’est pourquoi, nous nous intéressons d’abord à l’extension de l’algèbre 
relationnelle [14] aux données symboliques de type distribution. 

Le problème de l’interrogation des données symboliques de type de distribution est que leur 
comparaison par égalité est rarement satisfaite. En effet, elle consiste à comparer leur liste des valeurs et 
précisément l’égalité de la distribution de chaque valeur. Ainsi, des distributions peuvent être différentes 
tout en étant très similaires. Pour éviter ce problème, nous intégrons le concept de requêtes floues [3] où 
la satisfaction d’un critère peut avoir un certain degré de liberté. Cela veut dire que la mesure d’une 
requête est comprise entre 0 et 1. Une requête floue est une composition logique de prédicats flous. 

 
Le reste du papier est organisé comme suit. La section II présente des travaux connexes sur 

l’extension de l’algèbre aux données possibilistes et floues. La section III donne une formalisation des 
concepts de bases préalables à la définition de l’algèbre symbolique, tels que les requêtes floues et les 
mesures de similarité. La contribution principale du papier, à savoir l’approche que nous proposons pour 
étendre l’algèbre relationnelle aux données symboliques, est présentée en section IV. Des perspectives de 
ces travaux sont dégagées dans la section V. 

Id Couleur Matériel Température 
1 Rouge Cuivre 30° 
2 Bleu Cuivre 25° 
3 Vert Bronze 39° 

Id Couleur Matériel Température 
1 Rouge Fer 30° 
1 Bleu Cuivre 30° 
1 Rouge Cuivre 30° 
2 Bleu Cuivre 45° 
2 Bleu Cuivre 25° 
3 Vert Bronze 39° 
3 Bleu Fer 39° 

Id  Couleur  Matériel  Température  
1 Rouge, Bleu  Fer (33%), Cuivre (67%) 30° 
2 Bleu Cuivre (100%) [25°, 45°] 
3 Vert, Bleu  Bronze (50%), Fer (50%)  39° 

Select Id, MostFrequent(Couleur), 
MostFrequent(Matériel), Min(Température),  
From Table1 
Group by Id;  

Figure 1 : Comparaison entre agrégation classique des données relationnelles et génération des 
données symboliques  

Table 2 : Agrégation classique de la table 1 
basée sur Id de la table 1 

Table 3 : Génération d’une table symbolique basée sur Id de la table 1 

Table1 : Une table relationnelle  
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2. Travaux connexes 
 

La représentation et la manipulation des distributions est un thème qui a été abordé dans des travaux 
sur les bases de données probabilistes et floues ainsi que dans le domaine des bases multimédias. 

La théorie des possibilités [6] offre un cadre unifié pour représenter les valeurs précises et les valeurs 
imprécises telles que les intervalles usuels ou flous et les valeurs nulles. Voir [3] pour plus de détail.  
Ainsi, les données contenant des informations imprécises peuvent être modélisées par des bases de 
données possibilistes, où une valeur d’attribut mal connue est représentée par une distribution de 
possibilités. Au delà de la description, la manipulation de ce type de données a fait l’objet de travaux dans 
les années 80. Ceux là ont posé quelques bases, particulièrement pour les requêtes contenant des 
opérations simples, à savoir la sélection et la projection [7]. Toutefois, un langage de requêtes restreint à 
la sélection et à la projection n’est guère satisfaisant dans la mesure où il ne permet de manipuler qu’une 
relation et a donc un pourvoir d’expression limité. Dans [4, 5], un nouveau type de requêtes, appelée 
requêtes possibilistes, de la forme : “dans quelle mesure est-il possible que le tuple t appartienne à la 
réponse à la requête Q” a été étudié. Il s’agit donc d’une extension des questions booléenne (appartenance 
oui/non à la réponse), à une mesure de satisfaction de la requête. Cette extension des requêtes à la logique 
possibiliste [8, 9, 10] s’adapte bien aux types de données possibilistes. Néanmoins, la forme de données 
possibilistes selon la définition1 dans [7] ressemble, mais ne correspond pas tout à fait aux types de 
données multi-valuées pondérées telles que nous les considérons. Donc nous ne pouvons pas emprunter 
directement l’approche de l’algèbre étendue définie dans [3, 4, 5]. 

 
Dans des bases de données multimédias, certains types d’attributs contiennent des données 

complexes, telles qu’un histogramme de couleurs, un vecteur de texture, etc. Le type de données 
histogramme est très semblable aux distributions de probabilités. Pour ce genre de bases de données, la 
plupart des contributions proviennent du domaine de Recherche d’information (Information Retrieval) 
[11, 12] sans préoccupation de la manipulation des données. Dans [13], un langage de requêtes floues est 
proposé, il accepte des données floues aux niveaux des attributs et des tuples. Cependant chaque cellule 
ne contient qu’une valeur pondérée. 

Au vu de ces travaux, il n’existe pas actuellement de proposition d’algèbre de manipulation de 
données multi-valuées pondérées.  

 
 

3. Concepts de base  
 

Dans cette section, les concepts de base de notre algèbre étendue sont présentés. 
 
Notations : 
Soit R une table de données symboliques, soit X = {A1, …, An} un sous-ensemble d’attributs 

symboliques. On note dom (Ai) le domaine de valeurs Ai. La valeur de l’attribut A d’un tuple t est notée :   
t.A = {v1(u1), …, vm(um)} où Av = {v1, …, vm} est la liste de valeurs de l’attribut A dans t, et Au = {u1, …, 
um} est la liste de scores ou de poids attachés à chaque valeur dans Av. 

 
Les prédicats sont combinés dans une formule selon le syntaxe  f ::= p| f∧f | f∨f | ¬f | (f), où f est une 

formule et p un prédicat flou. L’évaluation de f sur un tuple t est un score, s (f, t) ∈[0, 1], qui signifie A 
quel degré t satisfait f. s(f, t) dépendant des prédicats flous dans f est intentionnellement non spécifié, elle 
est calculé par la « fonction de score sf » en respectant les sémantiques des opérateurs de logique floue. 
Les arguments de sf  sont des scores, s(pi, t), de tuple t avec du respect  des prédicats apparaissant dans f. 
Donc, s(f(p1, …, pn), t) = sf(s(p1, t),…, s(pn, t)). Un prédicat flou a soit la forme A ≈ v, où A est un attribut, 
v ∈ dom (A) est une valeur constante et ≈ un opérateur flou; soit la forme A1 ≈ A2, où les deux attributs A1 

                                                           
1 Une distribution de possibilités est une application π d’un domaine donné dans l’intervalle [0,1] où π(a) donne le degré de 
possibilité associé au fait que la valeur effective de la variable soit a. La condition de normalisation impose qu’au moins une valeur 
(a0)  soit complètement possible, i.e., π(a0) = 1 
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et A2 sont dans le même domaine. L’évaluation de p sur t rend un score, s(p, t) ∈[0, 1],  traduisant le 
degré de similarité entre t.A et la valeur v.  Les fonctions de score correspondent aux t-normes et t-
conormes flous [15], les opérateurs And (∧) et Or (∨) satisfont des propriétés intéressantes comme 
l’associativité et la commutativité [15]. On distingue deux interprétations pour ces opérateurs logiques : 
FS (fuzzy standard) et FA (fuzzy algébrique) comme illustré dans le tableau suivant : 
 
 
 
 
 

 
Dans la plupart des applications l’interprétation choisie est FS. Dans ce papier, nous utilisons 

également FS pour calculer les opérateurs logiques. 

Similarités des données symboliques 
Comme chaque cellule d’une table de données symboliques peut être une liste de valeurs pondérées, 

une mesure de similarité entre deux cellules du même domaine ou entre deux tuples n’est plus une 
comparaison simple avec un résultat booléen mais une évaluation complexe avec un score en résultat. De 
plus, la combinaison de prédicats avec la théorie du flou ajoute un certain degré de complexité. Dans cette 
partie, les mesures de similarités au niveau des cellules et au niveau des tuples sont définies 
respectivement. 

(A) Similarité au niveau cellule  
La similarité au niveau cellule permet de définir des critères de type (attribut comparateur valeur | 

attribut) ou une combinaison logique de ceux-là. Ils sont à la base d’opérateurs algébriques comme la 
restriction et la jointure. 

Etant donné un tuple t, la valeur symbolique de t sur l’attribut A une liste de valeurs avec des 
pondérations, t.A = {v1(u1), …, vm(um)}. Si un prédicat  q : A ≈ w, où w est une valeur symbolique 
constante. On distingue deux cas de figures. Le premier est lorsque les données ne sont pas pondérées. 
Dans ce cas, la mesure de prédicat q sur t peut être définie par la superposition des deux valeurs 
symboliques t.A et w [1], s(q ,t) = |t ∩ w| /| t ∪ w|. 

Ex1 : t.A = {rose, rouge}, w ={rose, vert, bleu, marron, noir}, s (q,t) = 1/6 
Dans le cas où l’on considère la pondération des valeurs pour un prédicat q de la forme q: A1 ≈ w ou 

q: A1 ≈ A2, la mesure de similarité est calculée par la distance de X² [16]: 
s(q, t) = 1 - 1/2(�i |ui(A1) – ui(A2)|²/ui(A1) + �i |ui(A1) – ui(A2)|²/ui(A2)). 
Ex2 : t.A1 = {(0.4) rouge, (0.5) bleu, (0.1) jaune} et t.A2 = {(0.3) rouge, (0.4) bleu, (0.3) jaune}, s (q, 

t) = 1 – 1/2 (0.01/0.3 + 0.01/0.4 + 0.04/0.3 + 0.01/0.4 + 0.01/0.5 + 0.04/0.1) = 0.69. 

(B) Similarité au niveau tuple 
Selon la définition de projection relationnelle, les tuples en double doivent être éliminés. Ici, nous 

définissons une ε-projection en n’en gardant qu’un seul exemplaire des tuples trop similaires (ceux dont 
la similarité dépasse un certain seuil ε). Il en est de même pour l’union, l’intersection et la différence. 

 Pour ce faire, on définit une mesure de similarité entre deux tuples de données symboliques t1 et t2 

par la fonction de dissimilarité [17]                                              (1), où k ∈[1, n], ck est le poids sur 

chaque attribut et la fonction m(w1, w2) est calculée par la distance de X². 

4. Extension de l’algèbre des données relationnelles aux données symboliques 
 

Cette section détaille les opérateurs algébriques définies sur les données symboliques de type 
distribution. Il s’agit de l’extension de la sélection, de la projection et de la jointure. C’est bien une 

 FS FA 
s(f1 ∧ f2, t) Min(s(f1, t), s(f2, t)) s(f1, t) . s(f2, t) 

s(f1 ∨ f2, t) Max(s(f1, t), s(f2, t)) s(f1, t) + s(f2, t) - s(f1, t) . s(f2, t) 
s(¬f, t) 1 – s(f, t) 1 – s(f, t) 

p
n

k

p
kkkp AtAtmcttd �

=
=

1
2121 )],.([),(
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extension à ce nouveau type de données, dans la mesure où les types atomiques numérique ou 
catégorielles sont intégrés. 

4.1. Sélection symbolique 
La sélection symbolique est un opérateur sur une table symbolique produisant une nouvelle table 

symbolique de même schéma, mais comportant les seuls tuples qui vérifient la condition précisée en 
argument. Ici, comme dans la section III, nous considérons deux types de conditions: celles ne comparant 
que les valeurs (type 1), et celles tenant compte de la pondération (type 2). Pour le type 1, le prédicat est 
calculé par la superposition des valeurs présentée à la section III. Quant au type 2, le prédicat est une 
évaluation par la distance de X². Par ailleurs, les conjonctions et les disjonctions de prédicats atomiques 
sont évaluées par l’interprétation FS. 

Nous montrons ci-dessous un exemple de sélection symbolique avec des prédicats flous. Pour 
exprimer facilement notre exemple, nous avons utilisé un langage de type SQL. 

Exemple : faire une sélection de la table symbolique 1, avec la couleur rouge ou bleu,  la composition 
du matériel à 100% de bronze ou près de 50% de cuivre et la température entre 30° et 80° et ce avec un 
degré de satisfaction (score) de plus de 50%. 
 
  Select * from table 1  
  Where (Couleur = {rouge} or Couleur = {bleu}) and (Matériel = {Cuivre(0.5)}  
            or Matériel =   {Bronze(1)}) and ( 30° < température < 80°)  
   With sf >= 50% 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.2. Projection symbolique 
La projection symbolique d’une table symbolique consiste à composer une nouvelle table 

symbolique en enlevant à la table initiale tous les attributs non mentionnés en opérandes et en éliminant 
les tuples en double qui sont conservés une seul fois. 

Dans le modèle relationnel, la projection ne garde qu’un exemplaire des tuples dont les valeurs sont 
exactement identiques. Cependant, une donnée symbolique peut être une liste de valeurs avec des 
distributions, deux données symboliques sont rarement identiques mais peuvent être très similaires. 
Ex : t1 = ({rouge, bleu}, {fer (0.25), Cuivre (0.75)}, 30°), t2 = ({rouge, bleu}, {fer (0.24), Cuivre (0.76)}, 
30°) sont presque identiques. 

Afin d’éviter la redondance de données, nous considérons que les tuples dont la similarité dépasse un 
certain seuil sont presque identiques et un exemplaire suffit pour les représenter. Il est à noter que cet 
opération d’élimination des données similaire est seulement appliquée lorsque parmi les attributs projetés, 
certains sont de type multi-valué pondéré, autrement, on utilise toujours la projection relationnelle.  

 

Id Couleur Matériel Température 
1 Rouge, Bleu Fer (0.2), Cuivre (0.8) 30° 
2 Bleu Cuivre (1) 25° 
3 Vert, Bleu Bronze (0.5), Fer (0.5) 39° 
4 Rouge Bronze (1) 80° 

Id Couleur Matériel Température 
1 Rouge, Bleu Fer(0.2), Cuivre(0.8) 30° 
3 Vert, Bleu Bronze(0.5), Fer(0.5) 39° 

σ Couleur = {rouge} or Couleur = {bleu}) and (Matériel = {Cuivre(0.5)} or 

Matériel = {Bronze(1)}) and ( 30° < température < 80°)  with sf >= 50% 
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 Le problème est que contrairement à l’égalité, la similarité n’est pas transitive. En effet, un tuple t1 
similaire à un deuxième tuple t2, lequel est similaire à t3 n’entraîne pas forcément que t1  est similaire à t3. 
De fait, il n’est pas facile de séparer les tuples réellement distincts. Ce problème se retrouve dans les 
méthodes de clustering en fouille de données. 

Cela soulève néanmoins plusieurs questions. Comment déterminer les ensembles de tuples similaires ? 
Comment déterminer, entre plusieurs tuples de données symboliques similaires, lequel éliminer ? Faut-il 
conserver le plus significatif, mais alors, comment le déterminer ? Faut-il au lieu de garder un tuple 
calculer une moyenne ou un centroïde des tuples symboliques ? 

Ces problèmes sont les mêmes que ceux rencontrés lors des opérations ensemblistes, par exemple : 
union, intersection, différence, etc. 

Parmi les solutions qu’on peut considérer, la première pourrait être de parcourir la table symbolique 
et de considérer dans une même classe, l’ensemble des tuples similaires au tuple courant qui sera alors un 
représentant étant donné qu’il correspondra au centre de la classe. Une autre solution serait d’appliquer un 
algorithme de clustering comme il en existe sur les données symboliques. Le résultat dans ces deux cas 
est non déterministe et dépend de l’ordre du parcours des tuples. A ce stade de l’étude, nous n’avons pas 
tranché sur ces questions. 

Exemple : faire une projection de la table symbolique 2 en choisissant l’attribut Matériel avec degré 
de similarité 90%. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Après la fonction de calcul de similarité (1) introduite dans la section III, les deux tuples {Fer(0.2), 

Cuivre(0.8)} et {Fer(0.2), Cuivre(0.8)} sont presque identiques. La question est donc de savoir lequel de 
ces deux tuples éliminer ? 

 

4.3. Jointure symbolique 
Une jointure en relationnel compose deux à deux des tuples de deux tables sous la condition qu’il 

répondent à un critère sur leurs attributs respectifs. La définition de l’opération de jointure ici est une 
extension du critère à la similarité. Dans le cas présent, cette similarité est définie de la même manière 
que pour la sélection impliquant avec la seule différence qu’elle compare les attributs entre eux. La 
requête de jointure peut également retourner le score de similarité entre les tuples joints. 

5. Conclusion et perspectives 
Dans cet article, nous avons proposé une extension de l’algèbre relationnelle aux données 

symboliques de type multi-valué pondéré. Plus précisément le concept de requête floue est intégré et des 
extensions sont proposées pour les opérateurs le type sélection, projection et jointure. Cet article présente 
le début d’un travail de recherche motivé par le fait qu’il n’existe pas d’équivalent sur ce type de données. 
Les besoins des applications pour ce type de représentation sont réel comme dans notre projet [2]. Les 

Id Couleur Matériel Température 
1 Rouge, Bleu Fer(0.2), Cuivre(0.8) 30° 
2 Bleu Cuivre(1) 25° 
3 Rouge, Bleu Fer (0.3), Cuivre(0.7) 39° 
4 Rouge Bronze(1) 80° 

Matériel 
Fer(0.2), Cuivre(0.8) 

Cuivre(1) 
Fer (0.3), Cuivre(0.7) 

Bronze(1) 

ΠMatériel  
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perspectives de cette recherche est d’étendre les techniques OLAP à ce type de données afin de permettre 
des agrégations et une analyse flexible. 
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Résumé. L’objectif de ce travail est de proposer une méthode divisive
de classification qui construit un arbre de décision binaire. Cette méthode
construit les classes par divisions successives de l’ensemble des individus
en choisissant la meilleure coupure sur une variable et tout en minimisant
le critère d’inertie intraclasse. On obtient une classification facilement in-
terprétable, l’arbre hiérarchique étant ici un arbre de décision. Ceci a mo-
tivé son application dans le processus d’extraction d’objets symboliques
(Diday et al. (1991)) à partir des bases de données relationnelles. L’as-
sociation de cette méthode au processus d’extraction permet d’enrichir
les descriptions obtenues. La performance de cette méthode ainsi que son
utilité sont évaluées par quelques exemples.

1 Introduction

Ayant un ensemble d’individus G de Ω, le but de la généralisation en analyse de
données est de construire une bonne représentation de G. Une approche proposée dans
le cadre de l’analyse de données symbolique (données ayant une structure complexe
telles que les intervalles, les distributions, ...) (Diday et al. (1991)), permet d’extraire
à partir d’une base de données un ensemble de descriptions par généralisation. Cette
généralisation constitue une première et importante étape de l’analyse de données sym-
bolique car elle permet d’associer aux classes d’individus une description de nature sym-
bolique. Cette généralisation permet de résumer un ensemble de tuples, représentant
un groupe, par une ”bonne” description symbolique. Souvent cette approche présente
une sur-généralisation dans le sens que certaines descriptions incluent des individus
potentiels, individus peu probables d’appartenir aux groupes de départ. Une idée de
décomposition, permettant d’éliminer ces individus potentiels tout en enrichissant les
descriptions, est apparue. Cette décomposition nécessite une méthode de partitionne-
ment telle qu’une méthode divisive de classification sur chacun des groupes. La méthode
de décomposition proposée est issue de la méthode de classification décrite dans la thèse
de Marie Chavent (Chavent (1997)), (Chavent (1998)). La construction des différents
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segments se réalise par divisions successives de l’ensemble d’individus, un nœud est tou-
jours divisé en deux nœuds fils en minimisant le critère d’inertie intraclasse. Ces deux
nœuds fils sont obtenus en choisissant la meilleure coupure sur une variable. La classi-
fication obtenue est facilement interprétable grâce à l’arbre de décision binaire obtenu,
et les descriptions symboliques finales sont facilement obtenues grâce aux différentes
coupures de l’arbre. Dans ce papier nous allons d’abord commencer par introduire la
méthode de généralisation utilisée dans le cadre de l’analyse de données symbolique et
la méthode divisive de classification proposée. Nous proposons ensuite l’association de
cette dernière au processus de généralisation pour finir par exposer les performances
et l’utilité de cette décomposition dans l’enrichissement des descriptions.

2 Construction d’objets symboliques par généralisation

La méthode de généralisation proposée dans le cadre de l’analyse de données symbo-
lique, permet la construction d’objets symboliques booléens ou modaux à partir d’une
requête SQL et par groupement. Cette généralisation part donc d’une base de données
relationnelle et résume les tuples décrivant un groupe par une description symbolique
qu’on appelle assertions (Diday et al. (1991)) et chacune d’elles n’est autre qu’une
conjonction d’événements élémentaires. Un événement élémentaire est sous la forme:
[Yi R d] avec Yi une variable symbolique, R une relation (= , ∈ ,...) et d une description
(une partie du domaine de la variable Yi).

Définition: Opérateurs de généralisation (Stephan et al. (2000))

Ayant une population Ω décomposée en k ensembles de groupes (G1,G2,...,Gk).
L’ensemble E = 1,...,k est ensemble des labels associés aux groupes. Chaque variable
symbolique Yi : E −→ Bi, doit être définie à partir de la variable monovaluée Ỹi définie
sur la population. Les deux principaux opérateurs de généralisation utilisés sont:

1. Pour une variable quantitative Ỹi, on définit une variable intervalle Yi: Yi(k) =

[ak,bk] tel que ak = minỸi(w) et bk = maxỸi(w) avec w ∈ Ω un individu du
groupe Gk. Dans ce cas, Bi est l’ensemble de tous les intervalles inclus dans le
domaine de Ỹi.

2. Pour une variable qualitative Ỹi, la variable symbolique correspondante peut être :

– Une variable multivaluée Yi, c’est à dire une correspondance (set-valued
function) où Yi(k) représente l’ensemble des valeurs observées sur les indi-

vidus du groupe Gk et Bi est l’ensemble des parties du domaine de Ỹi.

– Une variable modale Yi où Yi(k) = (ηk
1 , . . . ,ηk

l ) est le l-tuple qui représente

les poids associés aux catégories 1, . . . ,l de la variable Ỹi par une mesure
discrète Yi associée à Gk

La généralisation des groupes Gi, à partir d’une table relationnelle par des assertions
Ai, induit une sur-généralisation. Cette sur-généralisation est caractèrisée par l’exis-
tence d’un grand nombre d’observations potentielles, observations qui ne correspondent
à aucune description des individus de Gi .

L’objectif de ce travail est donc de spécifier l’assertion de départ de manière à réduire
efficacement son volume tout en recouvrant le plus possible les individus du groupe.

RNTI - 1
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En effet, nous mesurons la qualité d’une assertion par un critère de densité, qui est le
nombre d’individus recouverts par l’assertion par unité de volume de la description.

Définition: Le critère de densité d’une assertion (Stephan (1998))
Soit un groupe Gi, une partie de la population Ω, et son assertion correspondante

Ai de description di. On définit la densité de Ai par rapport à Gi comme:

Dens(Ai) =
Card(Gi)

V ol(di)

avec Card(Gi), le nombre d’individus de Gi.
di = (di1 ,di2 ,...,dip) étant la description de Gi, le volume de di est défini comme:
Définition:

vol(di) =

p∏

j=1

µ(dij ) où µ(dij ) =

{
card(dij ) si Yj qualitative

dij − dij si Yj quantitative

Dans le cas d’existence de règles, le volume est remplacé par le potentiel de des-
cription (Decarvalho (1996)).

Donc plus la densité au sein de l’assertion est élevée, plus la qualité de la généralisation
augmente. La figure ci-dessous, Figure1 constituée de 75 points dans le plan et représentant
un groupe d’individus, est un cas de sur-généralisation. La généralisation a induit la
présence de zones ne possédant aucune observation, ce qui diminue la qualité de cette
dernière. Une décomposition donc sera très utile afin de réduire efficacement le volume
de l’assertion.
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Fig. 1 – Une sur-généralisation nécessitant une décomposition

L’amélioration de la qualité de la généralisation est cruciale dans la suite des traite-
ments en analyse de données symboliques. Car les opérateurs de généralisation utilisés
traitent les descriptions variable par variable sans prise en compte des associations. Ces

RNTI - 1
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opérateurs sont souvent sensibles aux observations aberrantes et à l’hétérogénéité de
certaines descriptions. Lorsqu’il existe des associations entre les variables, on observe
un grand nombre d’éléments qui ne correspondent à aucune description individuelle.
Pour cela, nous proposons une méthode de décomposition de l’assertion par parti-
tionnement des individus. Ce partitionnement vise à réduire les associations entre les
variables et possède l’avantage d’associer à chaque classe d’individus, sa généralisation
au moyen d’une assertion. Dans ce qui suit nous allons vous présenter la méthode de
partitionnement choisie et basée sur une méthode divisive de classification.

3 Une méthode divisive de classification

Les méthodes divisives de classification sont des méthodes de classification hiérarchiques.
Elles partent d’un ensemble d’individus Ω et procèdent par divisions successives des
classes jusqu’à l’obtention de la partition la plus fine. En revanche, les méthodes ascen-
dantes de classification partent des singletons et procèdent par agrégations successives.
Les complexités de ces deux familles de méthodes de classification hiérarchiques sont
différentes. En effet, lors de la première étape d’une méthode ascendante, il faut évaluer
toutes les agrégations possibles de deux individus parmi les n individus, soit n(n−1)/2
possibilités, tandis que dans un algorithme descendant on doit réaliser toutes les divi-
sions de n individus en 2 sous ensembles non vides, soit (2n−1−1) possibilités. Plusieurs
stratégies ont été proposées dans le cadre des méthodes divisives, afin de réduire cette
complexité (Macnaughton (1964)), (Gowda et al. (1978)). Nous proposons d’utiliser
la méthode divisive développée par Marie Chavent dans le cadre de la décomposition
(Chavent (1997)), (Chavent et al. (1999)), (Chavent (2000)) sur des données quantita-
tives ou qualitatives où la recherche de la solution optimale ne se fait qu’à partir des
partitions admissibles qui doivent respecter les structures des variables.

3.1 Présentation générale de la méthode proposée

Dans le cadre des données symboliques, l’ensemble des objets à classer sont des
objets symboliques qui sont décrits par des variables intervalles, mulivaluées ou mo-
dales. Le choix du critère d’évaluation des bipartitions construites à chaque étape est un
critère d’homogénéité H égal à la double somme des carrés des distances entre individus
appartenant à la même classe. Ce critère nécessite le calcul du tableau de dissimila-
rités. Une bipartition admissible est une partition induite par une question binaire qui
dépend du type de la variable. En effet, elle est de la forme ”Yi ≤ c” si Yi est une
variable quantitative, avec c une valeur de coupure et de la forme ”Yi ∈ {mk,...,mj}”
si Yi est une variable qualitative, avec {mk,...,mj} est une partie du domaine de Yi.
L’algorithme divisif proposé donc dans (Chavent (1997)) est le suivant:

Initialisation:

P1 = Ω ; k ← 1;

Tant Que k < K − 1 alors:

1. pour chaque classe C ∈ Pk, choisir parmi les bipartitions (C1,C2) de C induites

RNTI - 1
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par les questions binaires, la partition qui minimise:

H(C1) + H(C2) =
pjpj′

2µ(C1)

∑

wj∈C1

∑

wj′∈C1

d2
jj′ +

pjpj′

2µ(C2)

∑

wj∈C2

∑

wj′∈C2

d2
jj′

2. puis choisir la classe C ∈ Pk qui maximise:

W (Pk)−W (Pk+1) = H(C)−H(C1)−H(C2)

3. Pk+1 = Pk∪ {C1,C2} − {C}

4. k ← k + 1 ;

Fin Tant Que

K étant le nombre de classes choisi et donc correspondant au critère d’arrêt, µ(C1)
et µ(C2) étant les poids respectifs de C1 et C2.

Remarque: L’arbre de décision obtenu est une hiérarchie sur les (K + 1) classes
qui est indicée par W (Pk) − W (Pk+1). Ainsi une classe divisée avant une autre est
représentée par un palier plus haut dans l’arbre hiérarchique.

Quand le nombre d’individus est grand (dépassant 1000), le calcul du tableau de dis-
similarités entre les individus deux à deux augmente rapidement la complexité. Comme
dans notre cas les données sont quantitatives ou qualitatives, la notion de centre de
gravité peut être définie. Ainsi la complexité de notre algorithme est liée au nombre
des bipartitions:

• Si la variable Yi est quantitative, on évalue au maximum (n − 1) bipartitions, n
étant le nombre d’individus de la classe en question. En effet, si il y a n observa-
tions pour la variable Yi, il y a (n− 1) points de coupure sur cette variable.

• Si la variable Yi est qualitative ordinale, on évalue au maximum (m − 1) bipar-
titions, m étant le nombre de modalités de Yi.

• Dans le cas d’une variable qualitative nominale on se heurte à un problème de
complexité et le nombre de dichotomies du domaine d’observation est alors égal
à (2m−1 − 1).

Le critère d’inertie a été choisi comme critère d’homogénéité. L’inertie totale d’une
classe ainsi que l’inertie intraclasse d’une partition se calculent par rapport à leurs
centres de gravité respectifs:

Ig(C) = T =
∑

xi∈C

pid
2
M (xi,gC) = H(C) (1)

avec gC est le centre de gravité de la classe C:

gC =
1

µ(C)

∑

i∈C

pixi avec µ(C) =
∑

i∈C

pi

3.1.1 Le critère d’inertie comme mesure de qualité d’une classe

Soit n le nombre d’individus dans Ω. Chaque individu est décrit sur p variables,
Y1,Y2, ...,Yp, par un vecteur xi, doté d’un poids pi, avec i = 1,...,n. Généralement les

RNTI - 1
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poids pi des individus sont égaux à 1 ou à 1/n. L’inertie I de la classe Ck est basée sur
la distance dM entre les individus de la classe et son centre de gravité. La distance dM

choisie est:

∗ la distance Euclidienne si les variables sont continues et qualitatives ordinales;

∗ la distance de χ2 sur le tableau disjonctif complet dans le cas des variables qua-
litatives nominales.

(M est une matrice symétrique définie positive).

• cas quantitatif ou qualitatif ordinal

∀xi ∈ Rp,d2
M (xi,gk) =t (xi − gk)M(xi − gk) (2)

Avec gk est le centre de gravité de la classe Ck. Dans le cas où M = Id, d2(xi,gk) =
p∑

j=1

(xj
i − gj

k)2

• cas qualitatif nominal: Dans ce cas les individus sont décrits par un ensemble
de variables qualitatives nominales. Une étape préliminaire consiste d’abord à
recoder les valeurs observées grâce à un tableau à codage disjonctif complet formé
de valeurs dans l’espace Bm = {0,1}m

∀xi ∈ Bm,χ2(xi,gk) =
n ∗ p

nj

m∑

j=1

(
xj

i

p
− gj

k)2 (3)

avec n est le nombre total d’individus, p le nombre total de variables, m le nombre
total de modalités et xj

i le représentant de l’individu i pour la modalité j dans
l’espace B = {0,1},

nj =

n∑

i=1

xj
i gj

k =
nj(k)

p ∗ n(k)
nj(k) =

∑

i∈Ck

xj
i

n(k) le nombre d’individus dans la classe Ck

Étant donné un espace métrique muni d’une métrique Euclidienne, alors minimiser
le critère d’homogénéité associé à la partition en deux classes (C1,C2) de C, revient
d’après le théorème de Huygens à maximiser l’inertie interclasse:

B = µ(C1)d
2(gC ,gC1

) + µ(C2)d
2(gC ,gC2

)

Or d’après le critère de Ward (Ward (1963)) on a:

B =
µ(C1) ∗ µ(C2)

µ(C1) + µ(C2)
d2(gC1

,gC2
)

Le critère d’évaluation de la bipartition dans notre cas donc se résume à la simple
distance entre les centres de gravité des deux sous-classes C1 et C2 formant la bipar-
tition de C. De plus, lors de l’évaluation de l’ensemble des partitions admissibles, le
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calcul des centre de gravités gC1
et gC2

de deux coupures consécutives, ci et ci+1, se
déduit facilement grâce aux formules:

gC1
(ci+1) =

µ(C1)gC1
(ci)− µ(A)gA

µ(C1)− µ(A)

gC2
(ci+1) =

µ(C2)gC2
(ci) + µ(A)gA

µ(C2) + µ(A)

A étant l’ensemble des individus qui passent de C1 vers C2 lors du changement de
question binaire.

3.1.2 Le traitement des valeurs manquantes

Dans la pratique il y a souvent des données manquantes. Plusieurs techniques ont été
dévelopées pour résoudre ce problème. Certaines de ces techniques ont choisi d’éliminer
les individus ayant des valeurs manquantes d’autres, ont plutôt choisi d’estimer la
distance entre deux vecteurs de données à valeurs manquantes. Comme nous avons
choisi le critère d’inertie cela nécessite au départ le calcul des centres de gravité de
toutes les bipartitions induites pour chaque étape. Le calcul d’un centre de gravité se
réalise sur l’ensemble des valeurs observées.

L’individu ayant une valeur manquante sur la variable traitée, sera ensuite affecté
à la classe de la bipartition induite dont le centre de gravité est le plus proche. La
technique choisie ici pour le calcul de la distance entre le vecteur xi et le vecteur centre
de gravité gk, contenants des valeurs manquantes, est la suivante (Jain et al. (1988)):
On définie d’abord la distance dj entre 2 vecteurs sur une variable j:

dj =

{
0 si xj

i ou gj
k est manquant

xj
i − gj

k sinon

ensuite la distance entre xi et gk est:

d(i,gk) =
p

p− d0

p∑

j=1

d2
j

avec d0 est le nombre des valeurs manquantes dans xi ou gk ou les deux. Quand il n’y
a pas de valeurs manquantes, notez que d(i,gk) n’est autre que la distance Euclidienne.

3.2 Conclusion

Cette méthode divisive a l’avantage de réduire considérablement la complexité
connue des algorithmes divisives. C’est une méthode simple et qui permet d’avoir un
arbre de décision et une simple interprétation des classes homogènes obtenues. Dans
notre cas l’utilisation du critère de Ward (Ward (1963)), a considérablement réduit les
calculs.
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4 Exemple et utilité de la décomposition dans l’opérateur

de généralisation symbolique

On reprend l’exemple de la figure1 (Ruspini (1974)). Groupe G1 de 75 indivi-
dus repartis sur deux variables quantitatives Y1 et Y2. Sur ce groupe l’opérateur de
généralisation produit l’assertion suivante: A1 = [Y1 ∈ [2,131]] ∧ [Y2 ∈ [17,115]].

L’application de la méthode de décompostion, basée sur la méthode divisive pro-
posée précédemment, sur ce groupe permet de diviser notre groupe en 4 sous-groupes.
Dans la première itération, la classe à diviser est la classe composée de l’ensemble des
individus du groupe et parmis les p(n-1) bipartitions possibles (p: nombre de variables,
n: nombre d’individus), soit 148 bipartitions (C1, C2), on choisit celle qui a la plus pe-
tite inertie intraclasses. Ceci va être traduit par la question binaire ”Y1 ≤ 75.5”. Dans
un deuxième temps, on doit choisir de diviser l’une des classes C1 ou C2. On a choisi
C1 et sa bipartition (C11, C12) correspondante à la question binaire ”Y2 ≤ 54”, car
elle induit la plus grande diminution d’inertie. Ensuite la classe C2 est choisie parmi
l’ensemble des classes (C11, C12, C2) pour être divisée en (C21, C22). La question
binaire correspondante est ”Y2 ≤ 75.5”. Selon notre critère d’arrêt choisi, on s’arrête
à ce niveau. L’arbre de décision final induit par notre méthode divisive est donc le
suivant:

Fig. 2 – Arbre de décision produit par la méthode divisive

Cet arbre de décision est une hiérarchie sur 4 classes. Une classe divisée avant
une autre est représentée plus haut dans l’arbre de décision afin d’avoir l’ordre de
découpage.

Une fois cette décomposition réalisée, l’application de notre opérateur de généralisation
sur le groupe G1 renvoie la description suivante:

[Y 1 ∈ [41,74]∧ Y 2 ∈ [17,46]]∨ [Y 1 ∈ [2,23] ∧ Y 2 ∈ [62,83]]

∨[Y 1 ∈ [103,131]∧ Y 2 ∈ [42,72]]∨ [Y 1 ∈ [77,109]∧ Y 2 ∈ [79,115]]

Cette nouvelle description de G1 est une disjonction d’assertions qui sera bien prise en
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compte dans la suite des traitements. Le résultat de cette généralisation associée à la
décomposition peut être un objet symbolique de type Hordes (Diday et al. (1991)).
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Fig. 3 – La décomposition en 4 sous-classes

5 Conclusion

L’intégration d’une décomposition dans le processus de généralisation améliore dans
la plupart des cas la qualité des assertions obtenues car elle permet d’homogénéiser les
groupes. Cette amélioration n’entrâıne pas une perte d’information, comme dans la
plupart des cas. Au contraire elle constitue des connaissances supplémentaires sur les
groupes extraits des bases de données relationnelles. Ces connaissances sont prises en
considération et constitues un grand apport pour les traitements en analyse de données
symbolique. Le résultat de la décomposition constitue une méta donnée pour la base
de données symbolique.
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Summary

The aim of this work is to propose a divisive clustering method that builds a binary
decision tree. The division of the clusters is performed according to the within-cluster
inertia criterion. The obtained clustering is easily interpretative, the hierarchical tree
here is a decision tree. This motivated its application to the extraction process of
symbolic objects (Diday (1991)) from data bases. Its association to the extraction
process enriches the descriptions obtained. The performance of this method and its
usefulness are evaluated with some examples.
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¼$½=¾D¿DÀrÁ_¾DÂFÃ]Ä ÅRÆ�Á�ÃPÄ6ÄeÀ:ÂgÇDÇ8ÀCÄ\ÁHÆZÈ�ÃPÉ6¿�Ê1À Á�ÀP¿DÀ]ÁT¾6ËÆH¿DÂgÇDÀ�¾DÂFÃ]Ä Å�Ì�À�Í=¾DÎnÏ ÂFÆ�Ç�ÁHÀ:¿DÅRÂxÀ:Ð=É6Æ�Ç

Ñ�Ò�Ó Â�ÊgÆSÇ ÅRÃ]Ä6ÄWËÆSÆoÇ ÃPÔz¿DÆHÄ=¾ ÅRÆSÇ È¡Ã]ÂFÄ=¾DÇ ÅnÆ Õ=É\Æ ÅRÂ±Ô{ËÆS¿3ÆSÄr¾wÇ ÇaÉ6¿ É6ÄnÆ Ï ÖÆHÏ Æ Ç3Â±¾DÉ\À�¾DÂFÃ]Ä�×�ÊFÆ
Èn¿DÃ:Ø6Ê¦ÙÆ�Ï Æ%ÆSÇa¾�ÅRÆ�ÇDÀ�ÕPÃ:Â/¿�ÇaÂ�Ê�Ì�É6Ä ÅRÆSÇÚÈ�ÃPÂgÄ=¾DÇ�Å6Æ�Õ=É\Æ�À:ÈnÈzÃP¿3¾3Æ®ÈnÊgÉ\Ç�Å�Ì�ÂFÄ6ÛqÃ:¿DÏ ÀC¾3ÂgÃPÄ\Ç�Ð=É6Æ
ÊFÆ�Ç ÀPÉR¾3¿DÆSÇ Ã:É ÇHÌ�ÂFÊ�Æ�ÇJ¾ È6¿6ËÆ�Û�ËÆo¿DÀPØ6ÊFÆ Å6Æ Èn¿DÃCÜe¾8ÆH¿ ÅRÆ ÊgÀ Á!ÃPÏ ÈnÊ�ËÆSÏ ÆSÄ=¾DÀC¿DÂF¾nËÆ ÅRÆ Á!ÆSÉR½�ÝÞÁHÂ Ò
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RESUME. L’extraction de connaissances à partir de bases de données (ECB) est appliquée
au domaine des accidents de la route. La problématique générale est l’intégration de
données de différents types (données structurées, reconstructions d'accident, entretiens et
photos) et issues de différentes sources d’expertise (médecine, psychologie, mécanique,
ingénierie de la route, etc.). Face à cette complexité, l’intégration des connaissances expertes
du domaine d’accidentologie s’avère fondamentale durant les différentes phases du
processus d’ECB et surtout pendant la phase de préparation des données ainsi que celle
d’interprétation des résultats. Dans cet article, nous présentons l’utilisation d’un Modèle
multi-vue de Représentation de Connaissance en Accidentologie (MRCA) et nous montrons
son apport dans la première et dernière phase d’un processus d’ECB.

ABSTRACT. The knowledge Discovery in Databases (KDD) is applied to road accident
domain. The main issue animating our research is the integration of data having different
types (structured data, accident reconstruction, interviews and pictures) and stemming from
different domains (medicine, psychology, mechanics, road engineering etc.). Hence, to tackle
this complexity, there is a pressing need for the accidentological knowledge integration in the
KDD process and especially in the data preparation step and in the result interpretation step.
This paper is aiming to present the use of a Knowledge Representation Model in
Accidentology (KRMA) and to show how it allows to improve the first and the last step in a
KDD process.

MOTS-CLÉS : Extraction de connaissance de bases de données, pré-traitement de données,
intégration de données, incorporation des connaissances du domaine.
KEYWORDS : Knowledge Discovery in Database, data pre-processing, data integration,
background knowledge incorporation
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1. Introduction

La compréhension du déroulement des accidents de la route permet de développer des
solutions tendant à réduire le nombre ainsi que la gravité de ces accidents ; c’est l’un des
objectifs de l’accidentologie. Le LAB1 développe des études détaillées sur la scène des
accidents : une équipe de spécialistes est envoyée immédiatement sur les lieux de l’accident,
qui recherche tous les indices pouvant aider à expliquer ce qui s’est passé. Cette équipe est
composée d’un psychologue, d’un expert du véhicule et d’un expert de la route.

Ces informations sont ensuite stockées dans des bases de données appelées EDA (pour
Études Détaillées des Accidents), constituées de données sur le conducteur, l’environnement,
le véhicule, mais aussi des photographies et des reconstructions cinématiques et
comportementales réalisées par des experts à l'aide de logiciels spécialisés

l’exploitation de ces EDA est coûteuse en terme de temps et d’expertise étant donnée :
- Le nombre important d’accidents déjà stockés (>1000 accidents),
- Le nombre important de paramètres caractérisant chaque accident (900),
- La variété des types des données (données structurées, entretiens, reconstructions et

photos),
- La complexité des interactions entre les composants du triptyque Conducteur-

Véhicule-Environnement (CVE).

L’objectif est d’obtenir des représentations plus globales sous la forme de scénario-type
d’accident (STA). Des spécialistes construisent des STA en s’appuyant sur leur expertise
pour la reconnaissance de similitudes entre cas d'accidents, ces similitudes étant identifiées à
partir d'une examen méthodique de chaque cas d'accident (Fleury et al., 2001) (Van Elslande
et al., 1997). Cette démarche présente certaines difficultés :

- L'examen au cas par cas est coûteux en terme de temps,
- En partant des mêmes cas d'accidents, il est possible que des experts différents

aboutissent à des représentations différentes et non partageables,
- Variabilité au cours du temps des constructions d’un même expert partant des même

données,
Pour contourner ces problèmes et extraire les connaissances exploitable pour le

développement des solutions de prévention, des méthodes et outils issus de l’Extraction des
Connaissances de Base de données (ECB) peuvent être développés et appliqués. Dans ce
domaine, certains travaux ont porté sur la modélisation des connaissances expertes pour
développer des systèmes à base de connaissances pour l’aide au diagnostic et à l’analyse des
accidents de la circulation routière (Dieng et al., 1997) (Dieng, 1997) (Alpay et al., 1996)
(Belanger, 2000) (Mercantini et al., 1998) (Ferrandez et al., 1996) (Boury-Brisset et al.
2000). D’autres ont porté sur la construction d’une base de connaissances exploitable par les
différents intervenants dans l’analyse des accidents en utilisant des techniques de
capitalisation de connaissances (Boury-Brisset et al. 2000).

1 Laboratoire d’Accidentologie, de Biomécanique et d’études de comportement humain
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Dans un processus de fouille de données complexes telles que les données d’accidents de
la route, le choix et l’application d’une technique de data mining parmi d’autres
(classification, classement, règles d’association etc.) est une tâche difficile. Mais, cette étape
n’est pas discutée dans ce papier. Nous nous intéressons aux deux étapes les plus complexes
dans un processus d’ECB qui sont la préparation de données et l’interprétation des résultats.

Dans cet article, nous utilisons un Modèle de Représentation de Connaissances en
accidentologie (MRCA) développé dans (Ben Ahmed et al., 2003). Ce modèle avait pour
vocation d’intégrer des connaissances du domaine dans le processus d’ECB.

Dans la première partie de cet article, nous présentons la problématique de préparation de
données, d’interprétation des résultats ainsi que celle d’intégration des connaissances du
domaine. Dans la deuxième partie nous présentons brièvement le Modèle de Représentation
de Connaissances en Accidentologie (MRCA). Dans la dernière partie, nous présentons deux
cas d’étude pour montrer l’apport du MRCA aux niveaux de la première et la dernière phase
d’un processus d’ECB.

2. Etat de l’art

2.1. Préparation des données

La première phase dans un processus d’ECB est la préparation des données (Fayyad et
al., 1996). En effet, les données initiales peuvent être incomplètes, bruitées/aberrantes, et
incohérentes (Han et al., 2000) (Pyle et al., 1999) (Famili et al., 1997). Un processus de pré-
traitement et de préparation de données contient les étapes suivantes:

- Le nettoyage de données : Cette tâche consiste en la détection et la suppression des
erreurs, du bruit et de l’incohérence de données pour améliorer leur qualité (Rahm et al.,
2000),
- L'intégration de données : Cette tâche combine des données de sources multiples,
détecte et résout des conflits de valeurs (Calvanese et al., 2001),
- La transformation de données : Cette tâche consiste en l'extraction/construction de
nouvelles variables (features) pour fournir une nouvelle représentation des données
adéquate à l'application, au domaine et à l'objectif de l'étude (Jagadish et al., 1997).
Plusieurs méthodes telles que l’agrégation, la généralisation, la normalisation permettent
l'extraction de ces variables (Han et al., 2000),
- La réduction de données : Le coût de mesure et l'exactitude des résultats d’une
technique de data mining sont les deux raisons principales pour maintenir le nombre de
données le plus faible possible (Jagadish et al., 1997). Mais cette réduction peut causer
une perte d’information. Il s’agit donc de trouver un compromis. Une des stratégies de
réduction de données est l’agrégation par les cubes de données, la compression de
données, la discrétisation et la génération de hiérarchie (Han et al., 2000).
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2.2. Interprétation des résultats

Bien que fondamentale pour réussir un processus d’ECB, l’interprétation et l’évaluation
des connaissances découvertes sont les problématiques les moins étudiées dans la littérature.
La majorité des travaux pour l’intégration des connaissances expertes a porté sur les
techniques de visualisation de ces connaissances. Néanmoins, des travaux sur la visualisation
et le data mining interactif ont été développés (Keim , 1996). Sinon, le travail d’interprétation
et d’évaluation est généralement manuel et se base sur le travail de l’expert ce qui rend cette
tâche difficile et coûteuse. L’interprétation des résultats de classification d’accident destinée à
identifier une typologie discriminante est aujourd'hui réalisée au LAB à la fois sur la base de
critères statistiques usuels et sur la base d'une expertise en accidentologie qui n'est pas
complètement explicite et formalisée. Ceci peut rendre coûteux la comparaison de plusieurs
résultats issus de l’application de différents algorithmes de classification.

2.3. Intégration des connaissances expertes

L'utilisation et l’intégration des connaissances expertes du domaine sont très importantes
en data mining (Palmeri et al., 2000) pour découvrir de nouvelles connaissances cachées
dans les données interprétables et utilisables.

Cette problématique est fréquemment étudiée en ingénierie de connaissances (Studer et
al., 1998) pour le développement des PSM (Problem Solving Method) et la construction des
Systèmes à Base de Connaissance (SBC) (KBS : Knowledge Based System) (Schreiber et
al., 1994) (Angele et al. 1996) (Puerta et al., 1992) (Eriksson et al., 1995). Dans la méthode
commonKADS (Schreiber, 1994) (W ielinga, 1994), par exemple, le but du Model Expert est
d’intégrer, à travers les trois types de connaissance (domaine, inférence et tâche) les
connaissances nécessaires pour résoudre un problème donné. Dans l’approche MIKE
(Model-based and Incremental Knowledge Engineering) (Angele et al 1996) aussi, le rôle de
l’étape d’élicitation, la première étape du processus d’acquisition, est l’intégration des
connaissances du domaine. La connaissance résultante exprimée en langage naturel est
stockée dans des protocoles de connaissance. Dans l’approche PROTEGEII (Puerta, 1992)
(Eriksson, 1995) aussi, le rôle des ontologies du domaine est de définir une conceptualisation
partagée des connaissances pour développer des Systèmes à Base de Connaissances(SBC)

Pour la construction de l’un des modèles de connaissances tels que le modèle expert dans
CommonKADS ou le modèle cognitif dans KOD (Vogel, 1989), les méthodes que nous
avons présentées dans le paragraphe précédent utilisent une approche Bottom-Up. Autrement
dit, elles se basent essentiellement sur une étape d’élicitation suivie d’une étape de
conceptualisation et de construction du modèle concerné. Le projet ACACIA (Dieng, 1997 ;
Dieng, 1996) utilisant la méthode CommonKADS pour développer un modèle expert du
domaine en est un exemple. L’inconvénient dans cette approche réside dans le risque
d’incomplétude des représentations offertes par le modèle final. En effet, comme la
construction du modèle est basée sur l’élicitation, si l’un des experts ayant un point de vue
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particulier ne participe pas dans la phase d’élicitation, ce point de vue risque de ne pas
apparaître dans le modèle final.

Pour contourner ce problème, nous avons développé dans (Ben Ahmed et al., 2003) une
approche Top-Down qui consiste à commencer par modéliser le phénomène étudié lui-
même (accident de la route dans notre cas) pour identifier les points de vue nécessaires à
l’étude. La deuxième étape consiste à instrumenter ces points de vue par élicitation des
connaissances. Cette approche appliquées au domaine d’accidentologie a permis le
développement du MRCA que nous présentons dans le paragraphe suivant.

3. Présentation du MRCA

Le MRCA développé dans (Ben Ahmed et al., 2003) utilise l’approche systémique de
modélisation des systèmes complexes pour identifier les différents points de vue d’analyse de
l’accident de la route.

Il identifie quatre points de vue :

- Point de vue ontologique ou structurel (ce qu’est le system) : il représente les
composants du système (conducteur, infrastructure, trafic, conditions ambiantes et
véhicule), les différentes interactions entre ces composants ainsi que leurs
taxonomies ;

- Point de vue fonctionnel (ce que fait le system) : il représente le processus global du
fonctionnement du système complexe Conducteur-Véhicule-Environnement (CVE)
qui combine plusieurs procédures (régulation, saisie d’information, mémorisation,
décision etc.) (Van Elslande et al., 1997) ;

- Point de vue transformationnel et comportemental (comment évolue le system) : il
décrit l’évolution du système CVE. Ce modèle intègre le modèle séquentiel et causal
de représentation de l’accident développé par l’INRETS (Brenac et al., 1997). Il
représente l’accident à travers quatre étapes séquentielles (conduite normale,
rupture1, urgence2 et choc) ;

- Point de vue motivationnel ou téléologique (quels sont l’objectif et la motivation du
système) : il permet l’analyse de l’accident à travers l’objectif du conducteur lors de
la conduite en général et lors d’un accident en particulier.

Ces quatre points de vue ont permis l’identification de plusieurs types de connaissances
utilisées en accidentologie (Ben Ahmed et al., 2003). Pour formaliser ces connaissances, le
MRCA utilise une approche « orientée attribut » (attribute-oriented). Concrètement, il s’agit
de faire des classifications des 900 variables caractérisant l’accident selon les différents types
de connaissances identifiées.

1 Phase de rupture : elle est caractérisée par l’intervention d’un élément nouveau qui va faire
basculer une situation de conduite en une situation d'urgence, créant une sollicitation ou une
exigence qui va au delà des capacités du conducteur
2 Phase d’urgence : la situation pendant laquelle le conducteur doit entreprendre une
manœuvre pour éviter le choc
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Un premier classement des variables a été effectué par deux équipes d’experts selon les
quatre points de vue de la systémique décrits ci-dessus. Chaque équipe est composée d’un
psychologue, expert infrastructure et expert véhicule.

Un deuxième classement expert des variables a été effectué selon le modèle structurel en
affectant à chaque variable le composant concerné (conducteur, véhicule, environnement,
piéton, interaction conducteur/véhicule, interaction conducteur/environnement etc.).

Un troisième classement expert a été effectué selon le modèle fonctionnel en affectant à
chaque variable l’étape fonctionnelle concernée (perception, diagnostic, pronostic, décision
et action).

Un quatrième classement expert a été effectué selon le modèle transformationnel en
affectant à chaque variable l’étape séquentielle correspondante selon le modèle de l’INRETS
(Brenac et al., 1997) (conduite normale, phase de rupture, phase d’urgence et phase de
choc.).

Un cinquième classement expert a été effectué selon le niveau de granularité de chaque
variable. Cette notion est très importante pour trouver des similarités entre les accidents. En
effet, plus le niveau de détail des variables sélectionnées pour l’étude est fin, plus la chance
de trouver des similarités est faible. Dans le cas extrême (niveau très fin), on peut trouver un
accident par groupe. Inversement, si on reste à un niveau de détail très macroscopique, on
peut finir par mettre tous les accidents dans un seul groupe.

Un sixième classement a été effectué selon le niveau d’importance de la variable par
rapport à l’accidentologie primaire3 d’une façon générale. La notion d’importance est bien
sûr relative à l’objectif de chaque étude, mais nous avons défini cette importance par rapport
à la problématique générale d’accidentologie primaire dans laquelle s’intègre notre étude.

Un septième et dernier classement des variables a été effectué selon leur niveau de
fiabilité. En effet, il y a des variables issues de mesures, elles sont donc fiables. D’autres
variables sont issues des déclarations du conducteur, elles le sont donc moins.

Les différents types de classements effectués sont présentés dans la figure 1.

Chacun de ces classements représente un type de connaissance experte en accidentologie.
Il s’agit, pour certaines (fiabilité, pertinence, granularité etc.), de connaissances implicites,
non formalisées et qui sont généralement utilisées par les accidentologistes lors des études
effectuées dans le domaine.

Comme le domaine d’accidentologie est un domaine qui évolue (nouveaux systèmes de
sécurité, nouvelles fonctions de confort, de communication etc.), certaines nouvelles
variables sont ajoutées pour mettre à jour les BD EDA. Ces nouvelles variables seront
classifiées selon les points de vue du MRCA.

3 en sécurité routière on peut identifier trois approches : la sécurité primaire dont l’objectif est
de prévenir une situation accidentelle (la prévention du risque au sens large, le freinage
d’urgence, les aides informatives, le contrôle de trajectoire etc.), la sécurité secondaire dont
l’objectif est de réduire la gravité des accidents (ceinture, air bag etc.) et la sécurité tertiaire
dont l'objectif est d'améliorer la rapidité et la qualité des secours et des soins.
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Fig.1. Différentes classifications expertes des variables caractérisant les
individus (accident)

Dans la phase d’interprétation des résultats d'une classification permettant d'établir une
typologie d'accidents, les classes de la typologie sont interprétées par des modalités de
variables. A chacune de ces modalités est attaché un critère appelé Valeur-Test développé
par (LeBart et al., 1977), le pourcentage des individus dans une classe décrits par une
modalité donnée (MOD/CLASS) ainsi que le pourcentage d’une classe dans une modalité
(CLASS/MOD).

En se basant sur ces trois paramètres, nous avons développé un outil permettant
l’organisation automatique des modalités caractérisant chaque classe en :

- Modalité discriminante et caractérisante : C'est une modalité ayant une valeur-test
supérieure à 2 (donc sur-représentée dans la classe par rapport à l’échantillon global)
ou inférieure à –2 (donc sous-représentée dans la classe par rapport à l’échantillon
global), mais elle est caractérisante car elle a un pourcentage MOD/CLASS
supérieur à un seuil fixé par l’accidentologiste (le pourcentage généralement utilisé
est 30%).

- Modalité discriminante mais non caractérisante : C'est une modalité ayant une
valeur-test supérieure à 2 (sur-représentée) ou inférieure à –2 (sous-représentée),
mais elle n’est pas caractérisante car son coefficient MOD/CLASS est très faible (<
30%).

- Variables non discriminantes, mais dont la modalité est caractérisante : Ce sont des
variables ayant des valeurs-test entre –2 et 2 et un coefficient MOD/CLASS
important. Le pourcentage de la modalité dans la classe est proche de celui dans
l’échantillon global. Elles permettent de décrire le groupe, mais elles ne sont pas
discriminantes pour ce groupe.
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4. Application du MRCA dans un processus d’ECB

Pour évaluer l’apport du MRCA et donc de l’intégration des connaissances expertes en
accidentologie, nous avons comparé des études qui ont été menées sans et avec l’utilisation
du modèle. Les deux études ont pour vocation d’évaluer l’apport du MRCA dans la phase de
sélection des variables et dans la phase d’interprétation des résultats issus d’une classification
automatique des accidents de la route.

4.1. Premier cas d’étude : sélection des variables

Il s’agit d’une étude interne au sein du LAB (Riviere, 2003) dont l’objectif final est de
développer un modèle général d'évaluation de l'efficacité a priori de prestations de sécurité.
Comme étape intermédiaire, l’auteur a élaboré des scénarios-type d’accidents (STA) qui
servent d’outil de synthèse dans la mesure où ils permettent le passage de la réflexion cas par
cas à une vue générale et synthétique. L’échantillon d’accident à traiter contient 714
accidents décrits par les 900 variables. La construction d’un STA consiste en un
regroupement de cas d’accidents présentant des similitudes de déroulement, puis en
l’élaboration d’un déroulement prototypique (Fleury et Brenac, 2001). Ces STA peuvent être
élaborés par des experts selon des critères de similitude empiriques ou en appliquant des
méthodes de classification automatique. C’est la deuxième approche qui a été appliquée dans
cette étude.

Dans (Riviere, 2003) l’objectif de la classification était d'identifier des prestations de
sécurité primaire. L’auteur a choisi d’élaborer des situations accidentelles autour de
l’approche détection de situation d’accident. Ainsi, la classification concerne les trois
premières phases de l’accident : la situation avant le déplacement, la situation de conduite et
la situation de rupture. La sélection des variables actives dans la classification s'est effectuée
selon le critère général suivant : quels sont les éléments caractéristiques de la situation d'avant
le déplacement, du déplacement, de la situation de conduite et de la situation de rupture qui
peuvent expliquer le départ de la situation accidentelle et l'illustration de la situation
d'urgence. Ces éléments sont relatifs à l'individu (notamment relatifs à ses défaillances
fonctionnelles s'il y a lieu), au véhicule, à l'environnement général et à l'infrastructure. 25
variables ont été choisies par l’auteur et le nettoyage des données a été fait manuellement en
utilisant l’expertise. Les variables n'ont pas fait l'objet d'une projection systématique selon les
différents composants du modèle systémique. Cette absence de projection a pu générer des
oublis dans l'identification de variables actives dans la classification, même si toutes les autres
variables ont été traitées en illustratif.

En utilisant le MRCA, nous sommes partis des mêmes données nettoyées et nous avons
complété les variables sélectionnées par d’autres variables d’une façon garantissant la
couverture des différentes phases séquentielles, des différents composants du système CVE
(conducteur-Véhicule-Environnement) ainsi que les différentes étapes fonctionnelles
(perception, diagnostic, pronostic, décision et action).



53

Intégration des connaissances du domaine pour la fouille de données complexes

Pour éviter le risque d’avoir un grand nombre de variables et donc d’influencer la qualité
de la classification, nous avons également identifié des variables actives et des variables
illustratives (ou supplémentaires). Les variables actives sont celles qui sont déjà utilisées pour
effectuer la classification. Les variables illustratives, comme leur nom l’indique, sont utilisées
pour aider à l’interprétation et à la caractérisation des groupes.

L’apport par rapport à l’étude de base réside dans le fait que :

- Le MRCA nous a permis de détecter les phases séquentielles, les composants
structurels ainsi les étapes fonctionnelles non-représentées ou sous-représentées ;

- Nous n'avons pas refait appel aux experts pour la sélection des nouvelles variables
étant donné que les variables ont déjà été classées selon les différents points de vue
experts dans le MRCA ;

- L’interprétation des résultats est moins coûteuse en terme de temps car leur
projection sur les différents points de vue experts est automatisée ;

- Lors de l’interprétation des résultats, le MRCA offre à l’accidentologiste une
représentation multi-points de vue experts grâce à la possibilité de décrire
automatiquement les groupes selon les différents axes de la systémique.

4.2. Deuxième cas d’étude : interprétation des résultats

Dans ce deuxième cas d’étude, nous avons fait élaboré de scénarios-types d’accidents en
utilisant plusieurs algorithmes de classification automatique [Nasri, 2003]. Les objectifs de
cette étude peuvent se résumer en deux volets : le premier est de comparer les différents
algorithmes de classification. Vu que toutes nos données sont catégorielles, une ACM
(Analyse en Composantes Multiples) a été faite. L’application des algorithmes de
classification a été faite sur les cinq premiers facteurs principaux. Le deuxième objectif de
l’étude est de mener une réflexion sur un outil d’aide à l’interprétation des résultats issus des
classifications.

La phase de sélection des variables a été effectuée en utilisant le MRCA. Les avantages
d’utilisation de ce modèle étaient d’accélérer cette phase, mais surtout de permettre à une
personne qui n’a pas de connaissance en accidentologie d’effectuer cette tâche qui est très
délicate. Les variables sélectionnées ont été revues et validées par un expert du LAB.

Les principaux écueils sont :

- La grande difficulté de comparer des résultats issus de l’application d’un même
algorithme sur les mêmes données en changeant à chaque fois les variables actives
et supplémentaires ;

- La grande difficulté de comparer des résultats issus de l’application de plusieurs
algorithmes de classification automatiques sur les mêmes données et les mêmes
variables. Les algorithmes qui ont été utilisés sont kmeans (Diday, 1971), la
classification hiérarchique ascendante, l’algorithme PAM (Partitioning Around a
Medoids) (Kaufman et Rousseeuw 1990) et la classification floue. Il était donc
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difficile de comparer en terme de qualité les résultats issus des différents
algorithmes.

Ces impossibilités étaient dues au fait qu’à la sortie des algorithmes de classification on
se trouve avec des classes qui dans le meilleur des cas sont décrites par des modalités
affectées de certains critères permettant de juger leur pertinence statistique. Exemples de ces
critères : pourcentage des individus dans une classe et qui sont décrits par une modalité
donnée (MOD/CLASS), le pourcentage des individus dans l’échantillon global et qui sont
décrits par une modalité donnée CLASS/MOD etc. (voir figure 2). Mais, étant donné que
toutes les variables utilisées sont catégorielles avec plusieurs modalités (4 en moyenne), très
vite les critères statistiques deviennent insuffisants et leur exploitation devient lourde pour
trouver des descriptions interprétables des classes.

Pour contourner ces difficultés, plusieurs projections des résultats ont été effectuées sur le
MRCA. Concrètement, nous avons développé un programme sous MATLAB permettant la
lecture des tableaux issus de la classification et leur projection selon un ou plusieurs points de
vue du MRCA. Les sorties sont sous format HTML en utilisant des codes couleur pour
faciliter les analyses (les modalités discriminantes et caractérisantes sont en vert, les
modalités discriminantes non-caractérisantes sont en jaune et les modalités non-
discriminantes et caractérisantes sont en rouge). Le gain en terme de temps est très important
sachant qu’on a pu avoir de meilleurs résultats en quelques secondes au lieu de trois semaines
pour un travail manuel. Le gain est surtout au niveau de la qualité car les différentes
projections selon les différents points de vue étaient difficiles à réaliser sans le MRCA.

Figure 2. Sortie SPAD d’une classification des accidents

5. Conclusion

En fouille de données complexes, les tâches les plus délicates sont la première et la
dernière phase du processus d’ECB à savoir la préparation des données et l’interprétation des
résultats. Les méthodes statistiques peuvent fournir un outil d’aide à la sélection des variables
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et à l’interprétation des résultats, mais ne peuvent pas remplacer les experts. D’un autre coté,
les approches expertes atteignent leurs limites (coût élevé, non-reproductibilité, divergence
entre experts, etc.) dès qu’il s’agit de grandes bases de données, d’un grand nombre de
variables et de besoin d’études qui changent régulièrement nécessitant l’application de l’ECB
plusieurs fois.

Pour pallier ces limites, nous avons développé une approche qui combine les deux
approches, experte et automatique. Grâce au Modèle de Représentation des Connaissances
en Accidentologie (MRCA) (Ben Ahmed et al., 2003) nous avons pu identifier et formaliser
certaines connaissances implicites mais fondamentales pour réussir un processus d’ECB sur
des données complexes telles que celles de l’accident de la route. Ces connaissances portent
sur les aspects structurel, séquentiel, fonctionnel de l’accident ainsi que la pertinence des
données, leur niveau de granularité et leur fiabilité.

Le MRCA permet l’intégration de connaissances expertes en accidentologie dans la
phase de sélection des variables ainsi que dans la phase d’interprétation des résultats. En
effet, dans la phase de sélection de variables, le MRCA permet à l’accidentologiste de faire
une sélection selon un ou plusieurs points de vue, selon l’objectif de l’étude. Dans la phase
d’interprétation des résultats, le MRCA permet, grâce à la systémique, la structuration de la
lecture des résultats issus de la classification des accidents selon les différents points de vue
experts dans le domaine de l’accidentologie.

Deux cas d’étude ont été menés pour évaluer l’apport de l’utilisation du MRCA. Le
premier a porté sur l’élaboration d’une sélection de variables pour faire une classification
automatique des accidents et ce sans et avec utilisation du MRCA. Ce cas a montré qu’avec
l’utilisation du MRCA la préparation des données est moins coûteuse en terme de temps
d’expert et l’accidentologiste dispose de plusieurs points de vue structurant la lecture des
résultats. Dans le deuxième cas d’étude, le MRCA a été utilisé dans la phase de préparation
des données et on a essayé d’effectuer une interprétation des résultats sans et avec projection
des ces résultats sur le MRCA. Ce deuxième cas a montré aussi que l’interprétation avec
utilisation du MRCA est plus rapide et fournit à l’accidentologiste plusieurs points de vue
d’interprétation.
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Résumé. Dans ce travail nous proposons une analyse des données du
Web Usage Mining. Outre les fichiers log Web l’analyse prend en compte
des connaissances sur le site Web et des informations sur les utilisateurs du
site. Un processus WUM contient trois étapes : pré-traitement, fouille de
données et analyse des résultats. Tout d’abord nous donnons une courte
description du processus WUM et des données Web et puis, nous détaillons
l’étape de pré-traitement et l’entrepôt de données utilisé.
Pour l’étape de fouille de données, nous proposons deux méthodologies
hybrides basées sur l’Analyse en Composantes Principales (ACP), respec-
tivement l’Analyse des Correspondances Multiples (ACM) suivis d’une
classification dynamique. Ces deux méthodologies ont été appliquées sur
les log Web des sites Web d’INRIA et nous présentons les résultats obtenus
en section 4.

1 Introduction et motivations

Le développement spéctaculaire du Web a entrâıné au cours de ces dernières années
une explosion des données liées à son activité. Pour analyser ce nouveau type de
données, sont apparues de nouvelles méthodes d’analyse regroupées sous le terme Web
Mining dont les trois axes de développement actuels sont les suivants :

– Web Content Mining : analyse textuelle avancée, intégrant les particularités
du Web telles que les liens hypertextes et la structure sémantique des pages,

– Web Structure Mining : analyse de la structure de liens hypertextes de pages
Web en vue d’une catégorisation des pages et sites Web et/ou une classification
de sites Web,
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– Web Usage Mining : analyse des comportements de navigation.

1.1 Web Usage Mining

La création de sites de grande taille nécessite de prendre en compte la navigabi-
lité du site du point de vue de l’utilisateur. L’étude des parcours des utilisateurs (le
WUM) à partir des logs issus de fichiers serveurs ou de traces propriétaires peut aider
le responsable du site Web à repenser la structure et l’ergonomie du site, à repérer
les problèmes rencontrés par les utilisateurs et, enfin à améliorer la navigabilité. Une
analyse WUM peut permettre aussi au responsable du site Web d’améliorer les temps
de réponse du serveur Web ou de faire de recommandations à l’utilisateur (insertion
des liens dynamiques dans les pages).
Un processus WUM est communement divisé en trois étapes principales : pré-traitement
des données, fouille de données et analyse des résultats (cf. fig. 1).

Fig. 1 – Le schèma d’un processus WUM

1.2 Caractéristiques des données d’usage Web

Les données utilisées en Web Usage Mining proviennent aujourd’hui principalement
des fichiers log HTTP. Suivant le protocole client-seveur http, le poste client qui sou-
haite accéder à une ressource va émettre une requête adressée au serveur et contenant
l’adresse d’allocation de la ressource :

GET http://www.inria.fr/accueil.html

A l’autre bout, le serveur Web interprète la requête HTTP, accède à la ressource de-
mandée et la retourne au client. Comme dans la plupart des programmes informatiques,
l’ensemble des opérations effectuées par le serveur sont enregistrées dans des fichiers
log qui permettent de disposer d’une trace détaillée de l’activité du serveur. Nous
utilisons le format de logs HTTP le plus répandu, l’ECLF (Extended Common Log
Format) [Luotonen, 1995].
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Pour analyser véritablement les usages du site Web nous avons également utilisé,
outre les fichiers log, des connaissances sur le site Web (hiérarchie des rubriques, graphe
des liens hypertexte, etc.) et des informations sur les utilisateurs du site (leurs pro-
fils) qui ont constitué des sources supplémentaires d’information. On se trouve donc,
confronté au problème de l’organisation de ces données volumineux et diverses. Une
structure d’accueil de type base de données est nécessaire et plus précisément elle
doit s’orienter vers un entrepôt de données. Rappelons que l’entrepôt est développé à
des fins décisionnelles ; il permet, par exemple, de faire des analyses de l’usage pour
améliorer un site (structure), optimiser son fonctionnement (cache) et délivrer des re-
commandations à l’utilisateur. L’entrepôt est alimenté par le mécanisme d’extraction,
de transformation et de chargement des données issues des différentes sources. Pour le
cas des fichier log du serveur web, les étapes et les difficultés rencontrées sont détaillées
dans les paragraphes suivants.

2 Nécessité de structurer les données d’usage Web

La première étape d’un processus WUM, c’est-à-dire le prétraitement des données,
est fondamentale pour permettre une véritable analyse de l’usage. Les objectifs de cette
étape sont d’identifier et de structurer les navigations des utilisateurs. Avant d’enregis-
trer les données dans un entrepôt de données elles sont nettoyées et transformées dans
une première phase de pré-traitement des fichiers log Web.

2.1 Pré-traitement des fichiers log Web

Nettoyage des données : Le nettoyage des données pour les fichiers log Web
consiste à supprimer les requêtes inutiles de fichiers ¿ log À. Selon l’objectif poursuivi,
ces requêtes peuvent concerner les images et les fichiers multimédia. L’identification de
robots Web et la suppression des requêtes provenant de ces robots sont les autres tâches
de cette étape. Pour plus de détails concernant l’étape de pré-traitement de fichier log
HTTP, le lecteur intéressé pourra se repporter à [Tanasa et Trousse, 2003].

Transformation des données : L’unité d’analyse étant la séquence de pages vi-
sualisées et non la simple requête, il est préalablement nécessaire de regrouper les
requêtes contenues dans les fichiers log 1 par utilisateur pour reconstituer ensuite ses
sessions et ses navigations.

Identification des utilisateurs
Bien que cette tâche paraisse à première vue assez aisée, l’analyste est confronté à un
certain nombre de problèmes techniques. Pour regrouper les requêtes, il est nécessaire
de savoir quels utilisateurs les ont émises. Si l’utilisateur a accepté de s’enregistrer et
s’identifie avec un login, alors le repérage est immédiat, mais cela ne concerne qu’une
très faible minorité des visites. Une autre méthode répandue mais nécessitant l’accep-
tation de l’utilisateur, consiste à écrire dans la mémoire du navigateur, c’est-à-dire sur

1. Dans le cas de plusieurs serveurs Web il faut commencer par fusioner ces fichiers.

RNTI - 1



62

Classification automatique

le poste client, un fichier d’identification nommé “cookie” qui sera réutilisé dans cha-
cune des requêtes et permettra au serveur d’en identifier la provenance. En fait on ne
dispose que de l’adresse IP qui est identique pour tous les utilisateurs partageant un
même router ou pour ceux accédant à l’Internet via le même serveur proxy. Dans ce
cas, il est difficile de parler d’identification d’utilisateur.

Identification des sessions utilisateur
Toutes les requêtes faites par un utilisateur pendant la période analysée constituent sa
session Web. Pour constituer une session utilisateur nous allons grouper les requêtes
par le triplet (Login, Host, User Agent). Si le login n’est pas disponible on prend
en compte seulement les deux dernières champs. Ces requêtes ordonnées de manière
chronologique constitue la session de l’utilisateur.

Identification des navigations
Comme dernière étape de transformation de données, nous avons divisé les sessions
en navigations. Une nouvelle navigation commence dès que une interval de plus de 30
minutes est observé entre deux requêtes consécutives.

2.2 Entrepôt des données de l’usage du web

Après les étapes décrites ci-dessus, les données de l’usage du web peuvent peupler
la base de données. Il s’agit d’un entrepôt de données durable où tous les points de vue
sont conservés par opposition à des visions plus éphémères ou plus spécialisées de la
littérature que nous évoquerons ensuite. Le modèle que nous proposons est un schéma
en étoile (cf. fig. 2).

Les faits : Les faits sont issus des fichiers ¿ log À filtrés, traités et enrichis de
données calculées comme par exemple DureeTotale ou NbRequests.

L’étude étant centrée sur l’utilisateur, les indicateurs sont essentiellement la durée
de consultation et le volume consulté. Nous travaillons actuellement sur un suivi de
l’utilisateur beaucoup plus précis que les classiques ¿ logs À du serveur ; d’autres indi-
cateurs sont alors disponibles relatifs à sa satisfaction à la lecture d’une page, qu’il les
exprime explicitement ou qu’ils soient déduits de son comportement.

Les dimensions : Les dimensions retenues peuvent être ventilées en :

– Dimension liée à l’url et à la page consultée. C’est le point de vue Contenu.
Diverses catégorisations peuvent être faites : simplement par l’extension du fichier
mais aussi en introduisant des renseignements sur le site comme le placement du
fichier dans une rubrique, une sur- rubrique.

– Dimension liée à la date. C’est le point de vue Régularité d’accès. On peut uti-
liser la hiérarchie habituelle seconde, minute, heure, jour, mois année ou préférer
délimiter certaines périodes.

– Dimension liée à la session et à l’utilisateur. C’est le point de vue Utilisateur.
Une session particulière appartient à un utilisateur, lui même appartenant à un
service, un projet, une unité de recherche, un domaine. On peut aussi classifier les
sessions sur d’autres critères comme nous le verrons plus loin. On peut alors enri-
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Fig. 2 – Schéma en étoile de la base de données actuelle

chir la description de la session en la plaçant dans une classe (puis éventuellement
dans une sur-classe).

– Dimension liée au referer et à la navigation. C’est le point de vue Navigation.
Le referer permet (avec quelques incertitudes) de retracer la navigation de l’in-
ternaute qui peut être linéaire ou comporter des répétitions.

– Dimension liée au statut de la transaction. C’est le point de vue Efficacité
d’accès. Les ¿ logs À du serveur donne le statut résultant du traitement de
la requête (comme réussite, erreur, redirection, accès interdit). Ici encore, on
peut définir un autre type de statut résultant cette fois du contexte dans lequel
la requête a été émise (page recommandée dans le cas où l’internaute travaille
avec un système de recommandation et où l’on dispose d’un suivi plus précis que
les simples traces du serveur).

Les hiérarchies de dimensions : Dans cette application, l’existence de multi-
hiérarchies dans les dimensions est essentielle. L’implantation actuelle en Access est
surtout motivée par un souci d’efficacité avec l’emploi d’une clé étrangère symbolique
vers chaque élément de dimension. Dans le schéma Access, les hiérarchies de dimen-
sions apparaissent simplement sur les regroupements visuels de tables (session peut
admettre comme supérieur hiérarchique User Agent ou IP) ou directement dans les at-
tributs (URL peut admettre comme supérieur hiérarchique rubrique2 lui-même dominé
par rubrique1). La mise en évidence de tels niveaux de généralisation est essentielle
pour appliquer les opérations ”roll-up” ou ”drill-down” qui synthétisent ou détaillent
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les résultats issus d’un entrepôt de données.
Nous envisageons de porter le système sous Oracle9i qui implante le concept de mul-
tihiérarchies de dimensions et débouche sur des outils d’analyse performants OLAP et
ROLAP. De plus, Oracle9i Warehouse Builder permet de disposer des méta-données
concernant l’entrepôt sous le format standard Common Warehouse Metamodel (CWM)
et d’automatiser les processus d’extraction, transformation, chargement des données
(ETL).

2.3 Position par rapport aux travaux existants

Les données de l’usage du web sont souvent exploitées en vue de produire des sta-
tistiques ou même dans une optique de fouille de données pour prévoir les pages qui
vont être demandées. Elles sont filtrées et stockées selon les nécéssités. Pour cela, on
peut distinguer deux modes essentiels :

a) Il y a des structures spécialisées pour mémoriser et organiser les données. Les arbres
ou les graphes sont utilisés lorsque l’on recherche surtout des modèles de navigation.

C’est le cas notamment du logiciel WUM (Web Utilisation Miner) [Spiliopoulou et al., 1999]
qui utilise des arbres d’agrégation pondérés pour montrer le trafic de navigation sur
les chemins tracés par l’organisation logique d’un site. WUM propose un langage de
requête MINT qui opère sur ces arbres avec une syntaxe à la SQL. Des structures vec-
torielles sont également fréquentes.

Dans WEBMiner [Mobasher et al., 2002], une transaction est représentée comme un
vecteur dans l’espace des pages visibles. Par ailleurs ce logiciel utilise d’autres infor-
mations sur les utilisateurs et les documents qu’il intègre aux traces ; il a un étage de
données intégrées interrogeables par un langage de requêtes qu’il reformatte en fonction
du travail d’analyse à effectuer.

b) Les données sont uniquement placées dans des fichiers et des tables relationnelles.
La plupart des logiciels commerciaux emploient de telles stuctures sous une forme peu
élaborée et elles sont rarement décrites. Cependant une base de données relationnelle
permet de fédérer tous les aspects utiles à l’analyse de l’usage à la différence des im-
plantations précédentes qui avaient des objectifs plus précis (une représentation pour
analyser les navigations statistiquement, une autre pour construire des profils utilisa-
teurs). C’est dans cette perspective que nous nous situons et que nous trouvons les
travaux suivants.

[Bonchi et al., 2001] décrit un magasin de données implanté comme une base de données
relationnelles avec Microsoft SQL Server. Son but est de développer des stratégies opti-
males de cache mémoire grâce à l’analyse de ces données. Les faits sont issus des fichiers
¿ log À et comportent des indicateurs calculés comme LastAccess et NextAccess
qui indiquent, en liaison avec une ligne de ¿ log À le nombre de lignes à parcourir en
amont ou en aval pour retrouver une demande sur la même url. On trouve également
l’indicateur PageDelay qui est la distance en micro secondes de la requête à la requête
précédente du même utilisateur. Ceci permet de distinguer les pages traversées rapi-
dement comme des liens de celles observées plus longuement pour leur contenu. Une
notion de session en est dégagée comme une suite de requêtes ¿ liens À aboutissant

RNTI - 1



65

Arnoux et al.

à une requête ¿ contenu À. Cela correspond à un objectif de visite, d’une granularité
bien plus fine que notre notion de session. Les dimensions ne sont pas développées
dans des tables spécifiques, seule la dimension url est codée pour pallier la lenteur des
SGBD dans le traitement des châınes de caractères. Des informations issues du site
sont introduites comme la profondeur du fichier demandé dans l’arborescence du site.
Enfin deux points intéressants sont à signaler : le maintien d’un ordre temporel total
pour les transactions et l’existence d’un champ Class (ici pour la classe WebLog) qui
peut être valorisé a posteriori pour introduire une classification des transactions. Nous
utilisons également les séries temporelles de transactions pour la classification. D’autre
part, les résultats issus de la classification sont disponibles dans un format XML mais
aussi pour valoriser des attributs réservés dans les dimensions.

WebLogMiner [Zaiane et al., 1998] est un logiciel d’analyse de l’usage qui utilise un en-
trepôt de données et construit un cube multidimensionnel pour appliquer les techniques
OLAP. Parmi les dimensions retenues il y a celles issues des traces (l’url, le type et
le taille de la ressource, la date, le temps passé, l’utilisateur, l’agent, le domaine et le
statut) et deux dimensions supplémentaires FieldSite et Event. FieldSite permet
d’introduire la connaissance de la structure hiérarchique du site et Event permet de
préciser une action type de l’utilisateur (utiliser un V-groupe, ajouter un message, lire
un message) Ceci rejoint notre souci de décrire le site et de suivre l’utilisateur plus
précisément qu’avec les seuls”logs”.
Dans WebLogMiner, le modèle dimensionnel suppose qu’il y a pour seul fait l’existence
de ”clicks” repérés par un nuple de dimensions (table de faits sans indicateur). Ceci
diffère de notre représentation avec des indicateurs comme DuréeTotale ou NbRequests.
WebLogMiner permet de réaliser un tableau de bord avec diverses fréquences et aussi
de dégager des modèles d’utilisateurs et de faire de l’analyse de tendance. Ceci est
proche de nos objectifs de classification exposés dans les paragraphes suivants.

3 Méthodes de classification

Après les phases de nettoyage et de transformation de données qui permettent de
remplir la base de données et de construire un tableau de description des sessions nous
abordons la phase d’analyse. L’objectif de cette phase est de découvrir différents com-
portements d’utilisateurs ou des catégories de comportement de navigation par diverses
approches [Säuberlich et Huber, 2002] : Analyse des séquences fréquences, segmenta-
tion, modèle prédictifs, réseau neuronal et classification automatique.

3.1 Travaux existants

Il existe de nombreuses méthodes de classification utilisées dans la fouille de données.
Cependant, peu de méthodes ont été appliquées aux données du Web : BIRCH dans
[Fu et al., 2000], CLIQUE dans [Perkowitz et Etzioni, 1998], EM dans
[Cadez et al., 2000], car il est difficile, voire impossible, d’adapter certaines méthodes
aux particularités des données Web compte tenu de la taille de ces tableaux tant pour
les sessions que pour les pages différentes.
Dans [Mobasher et al., 2002], les auteurs considèrent deux méthodes de classification,
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mais ne prennent pas en compte l’ordre des pages dans les sessions. Les sessions (ap-
pelées ”transactions” dans l’article) sont représentées par des vecteurs binaires ou
pondérés par des vues de pages (pages, dans la suite). Une transaction t est de la
forme t =< w(p1,t),w(p2,t),...w(pn,t) > où w(pi,t) est le poids de la page pi dans la
transaction t. Le poids d’une page dans une transaction peut dépendre de la présence
ou l’absence de cette page dans la transaction (1, respectivement 0). Le poids peut
être égal à la valeur d’une fonction sur le temps total de chargement et d’affichage
de la page (pouvant exprimer l’intérêt de l’utilisateur dans cette page) ou d’une autre
fonction sur le type de page.
Dans [Fu et al., 2000] les sessions des utilisateurs sont généralisées en utilisant une
induction basée sur les attributs. Cette induction a comme objectif de réduire les di-
mensions des données. Lors d’une première étape les pages sont organisées dans une
hiérarchie. Par exemple la page www-sop.inria.fr/axis/teaching/stid-projet2.html
est mise dans la hiérarchie suivante : www-sop.inria.fr → axis → teaching . Dans
l’étape de généralisation la page est ainsi remplacée par une page plus générale : www-
sop.inria.fr/axis/teaching/. Cette hiérarchie est construite seulement sur la syntaxe
des URLs et pas sur la sémantique des pages. Les données généralisées sont ensuite
classées en utilisant un algorithme efficace de classification hiérarchique - BIRCH intro-
duit par [Zhang et al., 1996]. Dans les expérimentations décrites, BIRCH a été capable
de proposer une classification des sessions associées à 21 107 utilisateurs. Cependant,
d’après les auteurs les performances de l’algorithme BIRCH se dégradent visiblement
en augmentant la dimension des données ce qui limite la généralisation des pages à
quelques niveaux.
Une classification non-supervisé basée sur un réseau de neurones est utilisée dans
[Benedeck et Trousse, 2003] pour grouper les sessions similaires (issues d’un site an-
nuaire thématique) en classes.

3.2 Notre approche

L’objectif est de développer une stratégie qui analyse les relations existantes entre
la structure d’un site Web et le fichier log Web du même site. Pour arriver à cela nous
appliquons deux méthodes hybrides de classification sur deux types de données Web :
continues (numériques) et qualitatives.

3.2.1 Méthode de classification pour les données Web numériques

La première méthode d’analyse est la classification hyride du fichier log. Les ob-
jets analysés sont les navigations Web et les variables sont continues. La classification
hybride utilise :

1. l’analyse par composantes principales (ACP) pour la visualisation des
corrélations existantes entre les variables définies sur le fichier log Web

2. une méthode de classification dynamique sur les principaux facteurs donnés
par l’ACP.

L’objectif de la classification dynamique est de trouver un groupe de navigations ho-
mogènes. La méthode de classification dynamique peut être résumée de la façon sui-
vante :
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Etape 1: Initialisation

Soit k objets, choisis d’une manière aléatoire dans un ensemble de ”navigations”, représentant

les k classes. Appelons ces objets : A1,...Ak.

Etape 2: Affectation

Toute navigation Xi est assignée à la classe j ssi d(Xi,Aj) est le minimum de {d(Xi,Aj)|j =

1..k}.

Etape 3: Représentation

Une nouvelle représentation Ak est calculée comme étant la moyenne des éléments de la classe

k.

Etape 4: Stabilisation

Si toutes les navigations ne changent pas la classe alors Stop, sinon saut à l’étape 2.

Un pré-traitement sur le fichier log est nécessaire pour pouvoir calculer les six variables
actives suivantes pour chaque navigation. Ces variables sont utilisées pour l’ACP.

PRequest SEL pourcentage des requêtes réussies
NBrequest nombre total des requêtes
DureeTotale durée totale de la navigation
Repetition taux de répetition [Jaczynski, 1998]
MDurée OK durée moyenne d’une requête pour une navigation
MSize OK dimension moyenne des fichiers demandés dans les requêtes de la navigation

La classification des navigations est suivie par la description des classes et leur place-
ment sur un plan factoriel.

3.2.2 Méthode de classification pour les données Web qualitatives

La deuxième analyse est à nouveau une méthode de classification hybride appliquée
sur les données qualitatives. Il s’agit d’une analyse par correspondances multiples
(ACM) sur un ensemble de navigations concernant seulement les deux premièrs sites
Web : www et www-sop. Chaque variable correspond à une rubrique sémantique du site
Web considéré, c’est une variable qualitative. Nous avons donné la définition des ru-
briques sémantiques pour le premier niveau des deux sites web (www et www-sop). A
chaque rubrique syntaxique de premier niveau correspond une rubrique sémantique de
premier niveau. Prenons par exemple l’URL http://www-sop.inria.fr/axis/software/

index.html, ‘‘axis’’ est sa rubrique syntaxique de premier niveau et “equipe de
recherche” est la rubrique sémantique correspondante. Nous avons fixé 58 rubriques
sémantiques différentes pour les deux sites web.
Après l’ACM nous utilisons une méthode de classification dynamique avec une métrique
khi2 et nous obtenons quelques groupes de navigations et leur interprétation.
Pour cette analyse nous avons besoin d’organiser les pages Web en rubriques sémantiques.
Pour la classification, les algorithmes utilisées sont de type Nuées Dynamiques [Diday, 1971].
Ils recherchent simultanément une partition P de E en k classes et un vecteur L de
k prototypes minimisant : ∆(P •,L•) = Min{∆(P,L) | P ∈ Pk,L ∈ Dk}, avec Pk l’en-
semble des partitions de E en k classes non vides. Ce critère ∆ exprime l’adéquation
entre la partition P et le vecteur des k prototypes. Il est souvent défini comme la
somme des distances entre tous les objets s de E et le prototype gi de la classe Ci la
plus proche.
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Pour cette méthode nous avons défini deux nouveaux paramètres pour les navigations
et pour chaque serveur Web :

SyntacticTopic-WebServer vecteur contenant les rubriques syntaxiques du serveur Web
SemanticTopic-WebServer vecteur contenant les rubriques sémantiques du serveur Web

4 Application aux données issues de serveurs Web
de l’INRIA

Pour valider notre approche, nous avons choisi d’exploiter les données issues de trois
des serveurs web de l’INRIA : www.inria.fr, www-sop.inria.fr et www-futurs.inria.fr.
Il y a de nombreux liens entre ces serveurs web et l’un des buts de notre analyse a été
de trouver des groupes de sujets consultés ensemble.

4.1 Les données brutes

Les fichiers traces des accès http aux serveurs web ont été recueillis sur une période
de deux semaines entre le 1 et le 15 Janvier 2003. Certains caractéristiques de ces
données sont présentées dans le tableau 1.

Serveurs Web {www, www-sop, www-futurs}.inria.fr
Période 1 - 15 Janvier 2003
Nombre de requêtes 6 040 312
Requêtes après pré-traitement 673 389
Nombre de sessions 115 825
Nombre de navigations 174 015

Tab. 1 – Résumé des données expérimentales

4.2 Pré-traitements réalisés

Pour la première analyse, nous avons décidé de ne garder que les navigations
“longues”, c’est à dire celles dont la durée est supérieure à 60 secondes. La seconde
contrainte imposée a été que le nombre de pages visitées dépasse le seuil de 10 pages.
Enfin, la troisième condition à remplir était que la vitesse d’exploration (le rapport
entre la durée de navigation et le nombre de pages visitées) soit de plus de 4 sec./page.
Après avoir filtré la base de données à l’aide de ces contraintes, nous avons retenu 9700
navigations. Le nombre de requêtes HTTP valides (ayant le statut entre 200 et 399)
dans ces navigations a été de 282 705. Sur cet ensemble de navigations, nous avons
appliqué la première technique de classification.

Pour la seconde analyse, nous n’avons retenu, dans le premier ensemble de naviga-
tions, que celles dont les requêtes visaient les sites web www et www-sop. Le nombre de
navigations sur le site web www-futurs était très restreint (28), ce qui nous a amené
à les ignorer. Finalement, le nombre de navigations vérifiant les conditions pour cette
analyse a été de 3969.
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4.3 Entrepôt de données

En accord avec le modèle relationnel de la figure 2, nous avons dans l’entrepôt de
données trois types d’information:

– information sur l’utilisation du site web (requêtes, navigations)
Le premier type d’information a été déjà présenté dans le paragraphe précédent.

– information sur les utilisateurs
Durant la période analysée, au total, 115 825 utilisateurs avaient fait des requêtes
vers les trois serveurs web. La plupart de ces utilisateurs venaient de France
(30,7utilisateurs appartenaient à des unités de recherche de l’INRIA. Dans le cas
de l’unité de recherche de Sophia Antipolis (429 utilisateurs) nous connaissions
aussi l’équipe de recherche ou le service auquel appartenait l’utilisateur.

– information sur le site web (URLs, sujets)
Il y a eu 86640 URLs demandées dans les trois sites web. D’après leur syn-
taxe, les URLs ont été groupées en 58 sujets sémantiques définis par les ana-
lystes/spécialistes du contenu du site.

4.4 Les résultats de la première analyse (variables continues)

Fig. 3 – Le cercle de correlation

Les résultats de l’ACP sont présentés dans le cercle de corrélation (fig. 3) et dans
le plan des classes (Fig. 4). Nous avons obtenu 7 classes, mais seulement les classes 1,
2, 4 et 5 sont significatives. La classe 1 contient les navigations qui ont, généralement,
une courte durée. La durée moyenne et le nombre de pages visitées sont inférieures aux
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valeurs moyennes pour toutes les navigations. Une classe qui est intéressante, même
si elle est très petite (seulement 17 navigations), est la classe 6. Elle contient des
navigations qui sont très longues (avec une moyenne de 887,76 pages / navigation),
venant surtout des domaines avec l’extension .net, en majorité faites pendant la nuit
et le 1er Janvier. Nous supposons que ces navigations sont effectuées par les robots
Web 2, car il est bien connu que ces outils d’indexation sont lancés en début de mois
(pour parcourir les sites Web et actualiser les index).

Fig. 4 – Le résultat de l’analyse ACP

4.5 Les résultats de la deuxième analyse (variables qualitatives)

Suite à l’exécution de l’ACM nous avons obtenus 11 classes. Par exemple, la classe
10 (tab. 2) représente 19.01% des navigations. Cette classe contient les navigations des
utilisateurs qui se sont intéressés aux pages Web avec les rapports INRIA (rapports
d’activité, rapports techniques et de recherche). Dans ce cas, l’objectif de ces utilisateurs
est clair, l’intérêt du visiteur est de lire les rapports des chercheurs de l’INRIA.

2. Un étude ultérieur vérifiera cette hypothèse.
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Etiquette rubrique V.Test Classe/Freq Freq/Classe Global
www ra 240.13 85.27 66.49 14.82
www rrrt 12.85 28.82 3.00 1.98
www rapports 10.68 44.13 0.56 0.24
sop rapports 7.17 35.31 0.45 0.24

Tab. 2 – Description de la classe 10

5 Conclusions et perspectives

Dans ce papier nous avons, tout d’abord, introduit les données d’usage Web qui
sont volumineux et diverses (fichiers log et connaissances sur le site et les utilisateurs)
et insister sur l’organisation nécessaire de ces données lors de l’étape de pré-traitement.
Puis, nous avons proposé deux méthodologies pour classifier les données d’usage Web.
Notre approche utilise deux méthodes hybrides de classification (ACP ou ACM suivi
d’une classification dynamique) pour analyser les données pré-traitées issues des fichiers
log Web. Nous avons testé nos méthodologies sur des fichiers log de plusieurs serveurs
Web de l’INRIA et les résultats obtenus sont très intéressants.
A court terme, notre objectif est de réaliser une corrélation entre ces deux analyses. Ceci
peut être fait, éventuellement, par la prise en compte de nouveaux paramètres pour
caractériser les données log Web. Nous envisageons, aussi, d’introduire une hiérarchie
sur les rubriques sémantiques.
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chiers logs web dans le “Web Usage Mining” multi-sites. In Journées Francophones
de la Toile (JFT’2003), Tours, June - July 2003.

[Zaiane et al., 1998] Osmar R. Zaiane, Man Xin, et Jiawei Han. Discovering web access
patterns and trends by applying OLAP and data mining technology on web logs. In
Advances in Digital Libraries, pages 19–29, 1998.

[Zhang et al., 1996] Tian Zhang, Raghu Ramakrishnan, et Miron Livny. Birch: An
efficient data clustering method for very large databases. In H. V. Jagadish et In-
derpal Singh Mumick, editors, Proceedings of the 1996 ACM SIGMOD International
Conference on Management of Data, Montreal, Quebec, Canada, June 4-6, 1996,
pages 103–114. ACM Press, 1996.

Summary

In this paper we propose an analysis based on Web Usage Mining data. Apart from
the log files, the analysis uses knowledge about the Web site and information about its
users. The WUM process contains three steps: pre-processing, data mining and result
analysis. First, we give a brief description of the WUM process and Web data, followed
in section 2 by the presentation of the pre-processing step and the data warehouse that
we employed.
Two hybrid clustering methods based on Principal Components Analysis (PCA), Mul-
tiple Classification Analysis (MCA) and Dynamic Clustering, are used for analysing
the Web logs taken from INRIA’s Web servers. The results obtained after applying
these methods and the corresponding interpretations are presented in section 4 of the
article.
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Résumé. Une base d’images fixes peut être décrite de plusieurs façons, notam-
ment par des descripteurs visuels globaux de couleur, de texture, ou de forme
(niveau pixel). Les requêtes les plus fréquentes impliquent et combinent les
résultats de plusieurs types de descripteurs : par exemple, ”retrouver toutes les
images ayant une couleur et une texture semblables à celles d’une image requête
donnée”. Pour retrouver plus efficacement et plus rapidement une image dans
une base d’images fixes, nous exploitons des combinaisons appropriées de des-
cripteurs. Dans ce papier, nous étudions l’intérêt des règles d’association entre
clusters de descripteurs lors de la recherche dans une base d’images fixes. Après
avoir décrit le système de recherche qui nous sert de cadre d’étude, nous nous
focalisons essentiellement sur le temps de réponse à des requêtes puis nous
confrontons notre système à l’approche classique de recherche séquentielle avec
fusion des résultats.

Mots-clé : règles d’association, recherche par le contenu, image fixe, clustering.

1 Introduction
La problématique de la recherche d’informations multimédias par le contenu est rendue

plus complexe lorsque la base devient conséquente. Le temps de réponse aux requêtes n’est
plus négligeable et il convient de déployer des techniques d’indexation adaptées aux données
multimédias en grandes quantités. Dans ce contexte, nous avons envisagé d’exploiter les résultats
de deux techniques de fouille de données dans la mesure où elles nous permettent d’utiliser des
informations complémentaires sous forme de règles sur les données traitées. L’extraction de
connaissances à partir de données multimédias apporte cependant une complexité nouvelle liée
à la représentation des données analysées. La représentation des documents multimédias est
soit indépendante du contenu (format, origine des données, date, auteur, conditions de création
du document, ...), soit directement liée au contenu (mots-clés, fichiers inversés, descripteurs
d’images, ...). Nous nous sommes intéressés à cette dernière forme de représentation pour une
base d’images fixes.

Une base d’images fixes peut être décrite de différentes façons, notamment par des des-
cripteurs visuels globaux de couleur, de texture, ou de forme (au niveau pixel). Plusieurs des-
cripteurs sont proposés dans la littérature (Manjunath et al. 2002, Obeid et al. 2001, Tao 1999)
et certains sont standardisés comme MPEG-7 (Manjunath et al. 2002). Chacun d’eux est défini
selon l’information que l’on souhaite extraire de l’image. On privilégiera par exemple un des-
cripteur de forme si l’on souhaite retrouver toutes les images contenant un clavier d’ordinateur.
Par contre, un descripteur de couleur sera indiqué si l’on recherche des images de la mer ou
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du coucher du soleil. Les requêtes les plus fréquentes impliquent et combinent les résultats de
plusieurs types de descripteurs : par exemple, ” retrouver toutes les images ayant une couleur
et une texture semblables à celles d’une image requête donnée” . Le traitement de ce type de
requête exige de considérer plusieurs aspects parmi lesquels le choix des bons descripteurs, la
recherche sur chacun des descripteurs choisis, et la définition d’une bonne stratégie de fusion
des résultats obtenus sous forme de liste ordonnée. Il est légitime de se demander si l’on peut
trouver des relations entre les descripteurs existants et si ces relations permettent une recherche
plus rapide et plus efficace d’une image dans une base donnée.

L’objectif de notre travail est de combiner et d’exploiter deux techniques de fouille : le
clustering et la recherche de règles d’association pour améliorer la recherche dans une base
de données complexes telles les images. Après avoir décrit le système de recherche que nous
développons afin de valider notre étude, nous nous focalisons essentiellement sur le temps
de réponse à des requêtes, puis nous confrontons notre système à l’approche classique de
recherche séquentielle avec fusion des résultats.

Cet article est organisé de la manière suivante : dans la section 2 nous présentons sommai-
rement le principe de description des images fixes ainsi qu’une synthèse de l’état de l’art des
différents usages multimédias des règles d’association. Nous présentons ensuite notre méthode
de recherche dans la section 3 et discutons de nos résultats. La section 4 conclut l’article et
présente nos perspectives à moyen et long terme.

2 Description d’images et usage des règles d’association

2.1 Description d’images fixes

La description d’une image a pour but de rassembler tous les éléments nécessaires à la
caractérisation de l’image dans un contexte d’utilisation donné. Dans le domaine médical
par exemple, la détection automatique du cancer du sein à partir des images de mammogra-
phie passe par l’identification et la localisation des cellules anormales. La nature et le type
de descripteurs proposés par la communauté du traitement d’images dépendent totalement et
précisément du but de la recherche ( par exemple un descripteur pour trouver le visage de
G. Bush). Quatre niveaux de description sont cependant envisageables (Zhang et al. 2001) :
le pixel, l’objet, le niveau sémantique, et la connaissance. Au niveau pixel, une image est
considérée comme un ensemble de points ou de pixels dont on calcule les caractéristiques
de couleur, de texture, et/ou de forme. Il peut s’agir par exemple de la détection d’un cercle
dans une image. Le but au niveau de l’objet est de pouvoir identifier dans une image des ob-
jets comme un ballon. Au niveau sémantique, l’on s’appuie sur la connaissance du domaine
(médical, spatial, sportif, ...) pour extraire des concepts de haut niveau à partir des objets iden-
tifíes dans une image. Il est ainsi possible de distinguer les images d’un match de football. Le
niveau de la connaissance s’appuie sur le niveau sémantique auquel il est rajouté des infor-
mations complémentaires décrivant le contenu. À une image de football par exemple, on peut
rajouter des mots décrivant les équipes en compétition, les actions de tir au but, et le score du
match.

Notre étude est volontairement limitée à la description visuelle des images qui sont traitées
comme des ensembles de pixels. Dans ce cadre, étant donnée une image i, la description
de i consiste à trouver un vecteur d = f(i) qui résume les caractéristiques de l’image i.
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Le descripteur d de l’image i est un vecteur de réels ou d’entiers de dimension n et f la
fonction de calcul du descripteur. Cette fonction doit être robuste aux variations des condi-
tions de production de l’image et à l’orientation de celle-ci (Smeulders et al. 2000). Nous
limiterons notre étude à 5 descripteurs pour nos images décrivant respectivement : la couleur
(C o lo r L a y o u t, S c a la ble C o lo r ), la texture (H o m o g ene o u s T e x tu r e , E dg e H isto g r a m ) et
la forme (R e g io n S h a p e ) ; tous proposés dans le standard MPEG-7 (Manjunath et al. 2002).

2.2 Usage des règles d’association
Le but de la technique des règles d’association est la génération d’associations informatives

à partir d’une grande masse de données. Une formalisation de la technique est introduite pour
la première fois dans (Agrawal et al. 1993).

Soit I = {i1, i2, . . . , iN} un ensemble de N éléments distincts appelés items, objets ou
attributs, et D un ensemble de transactions ayant comme attributs les éléments de I . Une règle
d’association est une implication de la forme A → B, où A,B ⊂ I , et A ∩ B = φ. A est
appelé antécédent et B conséquent de la règle. Un ensemble d’objets ou d’items est appelé
itemset. A chaque itemset, on associe une mesure statistique appelée support, et notée supp.
Pour un itemset A ⊂ I , su p p (A) = s, si la fraction de transactions de D contenant A est égale
à s. Une mesure de confiance permet de caractériser la pertinence d’une règle. Pour A → B,
elle est définie par c o nf = su p p (A ∪ B)/ su p p (A).

Déterminer des règles d’association consiste à extraire toutes les règles de la forme A → B
ayant un support et une confiance supérieurs ou égaux à leurs seuils respectifs m insu p p et
m inco nf fixés à l’avance. Plusieurs algorithmes d’extraction des règles d’association tels que
Ap r io r i (Agrawal et al. 1993), Pa sca l (Bastide et al. 2002) sont proposés dans la littérature.
Ces méthodes d’extraction marchent très bien avec les bases de données transactionnelles dont
la structure est bien définie. Mais leur application aux images nécessite des adaptations. Une
idée consiste à transformer les images et à appliquer les techniques classiques d’extraction de
règles. Une image sera par exemple identifíee à une transaction et les différentes régions la
constituant à des objets (Ordonez 1999). La répétition d’objets peut dans certaines conditions
être porteuse d’informations. Un grand nombre de régions de couleur bleue dans une image
donne une idée de l’intensité de la couleur bleue. La définition classique de règles d’associa-
tion ne tient pas compte de cette possibilité de répétition et il est nécessaire dans ce cas de
développer de nouveaux formalismes. C’est ainsi que Zaı̈ane et al. (Zaı̈ane et al. 2000) pro-
posent une définition de règle d’association avec objets récurrents comme une implication de
la forme :

α P1 ∧ β P2 ∧ . . .∧ γ Pn → δQ1 ∧ λ Q2 ∧ . . .∧ µQm

où Pi, i ∈ [1 ..n] et Qj, j ∈ [1 ..m ] sont des descripteurs d’images, et α , β , γ , δ , λ ,µ sont des
entiers indiquant le nombre d’occurrence des descripteurs. L’algorithme M a x O c c u r décrit
dans (Zaı̈ane et al. 2000) est une adaptation de Ap r io r i à l’extraction des règles d’association
avec objets récurrents.

Nous proposons une application des règles d’association à l’indexation et à la recherche
par le contenu dans une base d’images fixes. Notre approche s’inscrit dans le cadre de la trans-
formation des données multimédias et de l’application des techniques classiques d’extraction
de règles. Nous utilisons plusieurs descripteurs et les images sont regroupées en clusters pour
chaque descripteur. Nous identifions ensuite une image à une transaction et un numéro de clus-
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ter pour un descripteur donné à un attribut. Le problème de répétition d’objets ou d’attributs
ne se pose pas puisque les clusters sont identifíes de manière unique par descripteur. Parmi les
travaux sur les règles d’association dans un contexte de recherche par le contenu multimédia,
Djeraba utilise une technique d’indexation voisine de la nôtre en se sens qu’elle combine la
construction des clusters et la détermination des règles d’association (Djeraba 2003). Sa base
de travail est formée de plusieurs sous-groupes d’images classées thématiquement (animaux,
plantes, ...) et l’idée consiste à caractériser ces groupes par des règles d’association. Lors de
la recherche, une analyse de la requête à partir des règles d’association oriente le choix du
sous-groupe d’images. Le travail de Djeraba a pour objectif l’amélioration de la qualité de
recherche. Il ne s’intéresse pas au problème de fusion des résultats lorsque la recherche se
fait suivant plusieurs descripteurs. Le temps de la recherche n’est pas évalué. De plus, l’ap-
proche est contrainte par la construction semi-automatique d’un dictionnaire nécessitant une
labélisation des clusters. Dans notre approche par contre, nous restons au niveau du pixel et
aucun étiquetage n’est nécessaire.

D’autres travaux exploitent les règles d’association (Bouet 2002, Aouiche et al. 2003). Le
premier tente de capturer le niveau sémantique par la découverte des relations existantes entre
les images d’une base de données pour réduire l’espace de recherche. L’approche d’Aouiche
et al. destinée à l’auto-administration d’une base de données relationnelle, fonde le calcul de
l’index sur les ensembles d’attributs les plus fréquemment utilisés dans les requêtes. Cette ap-
proche détermine des relations entre attributs (sous forme de motifs fréquents) à partir de la
fréquence d’utilisation de ceux-ci. Elle fait donc une administration à partir d’un journal d’uti-
lisation de la base (intervention indirecte de l’utilisateur) alors que nous faisons une indexation
sans intervention de l’utilisateur. Nous ne supposons aucune organisation préalable de la base
d’images fixes et nous ne limitons pas le nombre ainsi que le type de descripteurs utilisables.

3 Description de la méthode d’indexation et de recherche
Nous proposons une méthode utilisant la classification automatique et la recherche de

règles d’association pour améliorer la recherche par le contenu dans une base d’images fixes.
Notre approche se décompose en deux principales étapes fonctionnelles autour desquelles s’ar-
ticule l’architecture de notre chaı̂ne de traitement des images (voir Figure 1) : la procédure
d’indexation et la procédure de recherche que nous détaillons ci-après.

3.1 L’indexation
L’indexation de la base se fait hors-ligne. Elle est composée de trois modules : le des-

cripteur de données, le classifieur automatique, et le générateur de règles. Le descripteur de
données calcule tous les descripteurs à partir d’un ensemble de fichiers d’images stockés dans
un répertoire. Nous travaillons avec les descripteurs MPEG-7 de couleur (ColorLayout, ScalableColor),
de texture (HomogeneousTexture, Edge Histogram) et de forme (RegionShape). Notre
système génère un fichier décrivant toutes les images pour chacun des descripteurs utilisés
(étape I1 de la Figure 1). Le classifieur automatique organise les fichiers de descripteurs en
clusters pour chaque descripteur, construit un index d’accès à chaque groupe formé et le stocke
dans un fichier (étape I2). Chaque cluster est identifíe par un numéro et la nature du descripteur
pour lequel le cluster est calculé.
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FIG. 1 – Processus d’indexation et de recherche d’images fixes.

Le générateur de règles utilise les fichiers de clusters produits par le classifieur automatique
pour extraire des relations entre clusters sous forme de règles d’association (étape I3). Une
règle d’association ainsi générée est une implication de la forme :

(< num cluster > , < nom descripteur > ) [(< num cluster > , < nom descripteur >
)...] → (< num cluster > , < nom descripteur > ) (< s > , < c > )

ayant la sémantique suivante :
< num cluster > est le numéro de cluster pour le descripteur < nom descripteur > ;

< s > et < c > sont des pourcentages indiquant respectivement le support et la confiance
de la règle étudiée. La partie gauche d’une règle est composée d’un ou de plusieurs couples
(< num cluster > , < nom descripteur > ) identifiant les clusters. Nous limitons la partie
droite à un seul couple.

3.2 La recherche

La recherche se fait en-ligne. L’utilisateur soumet au système une image requête. Son
but est de retrouver toutes les images semblables à la requête spécifíee. Deux cas peuvent se
présenter : soit l’utilisateur choisit les descripteurs suivant lesquels la recherche doit être faite,
soit l’utilisateur n’a aucune idée des descripteurs calculés. Nous penchons pour le second cas
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le plus fréquent. Le module de description de requête traite la requête soumise et produit un
descripteur de chaque type dans la limite des descripteurs gérés par la procédure d’indexation
(étape R1). Le sélecteur de clusters utilise les fichiers de clusters et la description de la requête
afin de déduire pour chaque descripteur, le cluster dans lequel la requête se trouve (étape R2).

Nous utilisons les règles d’association pour réduire le nombre de clusters dans lesquels
nous faisons de la recherche séquentielle. Le sélecteur de règles choisit parmi les règles dis-
ponibles celles qui décrivent les relations entre les clusters fournis par le sélecteur de clus-
ters (étape R3). Une règle est choisie si tous les clusters impliqués dans la règle sont des
éléments de l’ensemble des clusters sélectionnés à l’étape R2. Pour faciliter l’écriture, nous
adoptons les notations abrégées CLD, SCD, HTD, EHD, et RSD pour les descripteurs
respectifs Color Layout, Scalable Color, Homogeneous Texture, Edge Histogram, et
Region Shape. Les clusters sont numérotés de 0 à 4 pour chaque descripteur. Supposons
par exemple une requête Iq et les valeurs suivantes fournies par le sélecteur de clusters :
(2 , CLD), (2 , SCD), (1, HTD), (3, EHD), et (3, RSD). Les règles sélectionnées seront
donc (2 , CLD) → (2 , SCD) (12 .3, 6 7 .4) et (2 , SCD) → (2 , CLD) (12 .3, 5 5 .1) (voir Figure
1 pour l’ensemble de toutes les règles du système).

Les clusters et les règles sélectionnés sont transmis au module de recherche (étape R4).
Si aucune règle n’est sélectionnée, alors la recherche séquentielle est faite dans tous les clus-
ters sélectionnés. Dans le cas contraire, la recherche séquentielle se fera uniquement dans les
clusters n’apparaissant pas en partie droite de règle. L’exemple précédent est un cas particulier
où la recherche séquentielle est faite uniquement dans les clusters (1, HTD), (3, EHD), et
(3, RSD). On aurait souhaité que la recherche se fasse aussi dans (2 , CLD) ou (2 , SCD)
(mais pas dans les deux). Cette situation n’est pas encore gérée par le système et fera l’ob-
jet d’une étude plus élaborée. Les résultats de la recherche séquentielle dans les clusters sont
ensuite fusionnés selon le principe suivant (Nepal 1999) :

1. pour chaque cluster Ci fourni par le sélecteur de clusters, retourner le prochain couple
(I, sCi

(I)) où I est l’image la plus proche de l’image requête Iq pour la mesure de score
sCi

(comprise entre 0 et 1), puis calculer sCj
(I) pour les clusters Cj où i 6= j

2. calculer fh = f(sCi
(Ii), . . . , sCm

(Im)) où Ii est l’image du cluster Ci à l’itération cou-
rante. f est une fonction de synthèse des scores. Nous l’avons prise égale à la fonction
min

3. calculer sQ(I) = f(sCi
(I), . . . , sCm

(I)) pour tout I de l’itération courante et mettre à
jour l’ensemble Y = {I|sQ(I) > fh}

4. répéter 1, 2, et 3 jusqu’à ce que Y contienne le nombre d’images désiré, puis retourner
{(I, sQ(I)|I ∈ Y )} à l’utilisateur.

3.3 Discussion
La méthode présentée ci-dessus est en cours d’implémentation en C++ sous Linux. Nous

travaillons pour l’instant avec une base de 7727 images fixes mais nous envisageons plusieurs
centaines de milliers d’images à long terme. Pour chacun des 5 descripteurs MPEG-7 utilisés,
nous regroupons les images en clusters avec un algorithme de type k−means. La complexité
temporelle du regroupement en clusters d’images ne nous préoccupe pas ici car l’indexation se
fait hors-ligne. Nous avons maintenu le seuil de la confiance à 5 0% pour le calcul des règles
d’association entre clusters avec l’algorithme Apriori (Agrawal et al. 1993) afin de garantir
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la bonne qualité des implications. La figure 2 montre les variations du nombre de règles en
fonction du nombre de clusters pour les trois valeurs suivantes du seuil du support : 0.1%, 1%,
et 10%. Nous avons travaillé avec le même nombre de clusters pour tous les 5 descripteurs.
L’expérimentation peut être étendue en considérant des nombres de clusters différents pour les
descripteurs. L’on constate que plus le nombre de clusters est élevé, moins on obtient de règles.
Dans la suite des expérimentations, nous avons fixé le nombre de clusters à 5 pour chacun des
descripteurs et le seuil du support à 10%. Ce sont en effet des valeurs pour lesquelles nous
avons obtenu des règles de support significatif. Dans ces conditions, le système produit 6 règles
dont le support varie entre 10% et 13%. Ce support relativement faible s’explique. En effet, la
valeur du support est une fonction décroissante du nombre de clusters choisi par descripteur.
Si l’on suppose par exemple une répartition uniforme des images dans chacun des 5 clusters
pour chacun des descripteurs, alors le support des règles est majoré par 20%.

FIG. 2 – Variations du nombre de règles en fonction
du nombre de clusters pour 3 valeurs du seuil du sup-
port.

FIG. 3 – Histogramme d’utilisation
des règles.

Le système conçu a été interrogé par 500 requêtes, toutes déjà présentes dans la base de
7727 images. Pour 165 d’entre elles, le système fait usage des règles d’association calculées,
soit un taux d’utilisation de 33%. L’histogramme d’utilisation des règles est présenté à la figure
3. On constate que le système utilise rarement plus de trois règles dans le traitement d’une
requête.

De façon générale la méthode proposée présente un temps de recherche inférieur au temps
de recherche séquentielle avec fusion des résultats comme présenté dans le tableau 1. D’autre
part, l’usage des règles d’association réduit le nombre de descripteurs à explorer et donc le
temps recherche aussi.

Le tableau 2 décrit le comportement général de notre méthode et de celle de la recherche
séquentielle sur un ensemble de 500 requêtes. L’on note par exemple que le temps moyen de
recherche par notre approche reste voisin de celui de la recherche séquentielle. Nous pensons
donc qu’il reste encore à faire pour améliorer ce résultat, par exemple en étudiant beaucoup plus
finement les stratégies d’exploitation des règles d’association. L’introduction de la sélection
des règles à partir d’une fonction de coût de calcul est envisageable. La recherche guidée par
des règles d’association offre donc une perspective intéressante à explorer.
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Temps moyen de recherche Temps moyen de recherche
séquentielle avec fusion avec le système proposé

Usage des règles 46.50 secondes 44.77 secondes
Pas d’usage des règles 46.71 secondes 45.25 secondes

TAB. 1 – Comportement de notre système par rapport à la recherche séquentielle avec fusion
des résultats.

Recherche séquentielle Recherche avec le
avec fusion système proposé

Temps minimum
(secondes) 3.96 2.12
Temps maximum
(secondes) 257.82 257.90
Temps moyen
(secondes) 46.64 45.09
Écart-type 23.26 23.77

TAB. 2 – Récapitulatif du temps d’exécution des requêtes.

Le problème du calcul automatique du nombre de clusters reste entier. Dans ce travail, nous
adoptons une approche manuelle, mais la démarche pour déterminer le nombre de clusters
reste introuvable. Une tentative de résolution du problème est présentée dans (Fernandez et al.
2002). Mais la complexité du regroupement en clusters est plus grande.

4 Conclusion et perspectives
Nous décrivons le principe de fonctionnement d’un système de recherche d’images par le

contenu en cours de développement. Ce système sert de cadre pour l’étude de l’intérêt des
règles d’association dans la recherche par le contenu. Dans notre démarche, nous utilisons 5
descripteurs MPEG-7 pour décrire à terme plusieurs milliers d’images fixes. Dans un premier
temps, nous déterminons des clusters d’images pour chaque descripteur. Nous générons ensuite
sous forme de règles d’association, les relations entre les différents clusters obtenus. Nous
montrons que les règles d’association sont envisageables pour améliorer le temps de recherche.

– Nous nous proposons de travailler sur une base plus grande d’images dans la suite de
nos expérimentations. Ainsi, le temps d’indexation ne sera plus négligeable et nous es-
sayerons des techniques de clustering plus performantes que le k − means.

– D’après notre étude, les règles d’association obtenues sont d’un support faible. Il nous
paraı̂t donc intéressant d’explorer d’autres mesures afin d’en déduire les plus adaptées
à l’évaluation des règles. Il est également utile d’étudier des stratégies plus fines de
sélection et d’exploitation des règles pour en améliorer le taux d’utilisation par le système
lors de la recherche.

– Nous nous sommes limité au cours de notre étude à l’évaluation du temps de recherche.
La comparaison de la qualité des résultats du système proposé et de celle de la recherche
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séquentielle avec fusion sera la prochaine étape de la validation de notre approche. Cette
étape passe par une définition des mesures adaptées à l’évaluation de la qualité des
résultats.

– Enfin, l’expérimentation des techniques statistiques voisines des règles d’association
nous semble indispensable pour évaluer notre approche. Nous pensons par exemple à
l’analyse des correspondances multiples.
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Règles d’association et recherche par le contenu

Summary
Fixed image database can be described in several ways by global visual descriptors of co-

lor, texture, or form (pixel level). Most frequent queries imply and combine results of several
type of descriptors such as: ” retrieve all images that have similar color and similar texture to
the given example image” . To retrieve more efficiently and more effectively an image of a
large database, we exploit combinations of descriptors. In this papier, we study the effet of
association rules between clusters of descriptors on fixed image content based retrieval. We
first describe the system retrieval which is used as our study framework, then we set our focus
on query response time. We finally compare our system with the sequential retrieval followed
by result fusion.

Keywords: association rules, content based retrieval, fixed image, clustering.
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Résumé. La recherche de séquences fréquentes est utile dans l’étude des 
comportements et habitudes d’une population. Notre application se situe dans 
le domaine de l’analyse de la mobilité de la population et plus précisément sur 
les données de l’enquête MENAGE. Dans cet article, nous proposons une 
nouvelle méthodologie pour la découverte de séquences fréquentes dans les 
programmes d’activités L’algorithme proposé recherche des motifs fréquents 
en respectant l’ordre des articles.  Ses performances ont été optimisées grâce 
aux structures et aux index proposés. En effet, il n’effectue qu’une seule 
lecture dans la base de données tout en ayant une représentation des données 
peu gourmande en mémoire et performante lors de la recherche de séquences 
fréquentes. 

1. Introduction 
La recherche de séquences fréquentes a été introduite en 1995 par Agrawal [Agrawal et 

al. 1995] dans le contexte de l’analyse de la consommation. Elle exploite des bases de 
données dites transactionnelles décrivant les achats de produits par client et par transaction. 
Depuis, différents algorithmes ont été proposés dans ce domaine, pour améliorer les coûts de 
recherche en terme de performance et d’allocation d’espace mémoire [Jay et al. 2002], [Zaki 
1998]. Puis les travaux se sont principalement orientés vers la recherche de séquences 
fréquentes d’achats de produits par le même client dans des transactions successives, de 
recherche de séquences fréquentes dans les séquences d’ADN [Han et al. 2001] ou 
d’occurrences fréquentes de mots en fouille de textes [Ahonen 1999]. 

Dans ce papier, nous nous intéressons à une application particulière1 portant sur les 
données de l’enquête MENAGE [CERTU 1998] et plus particulièrement sur l’étude des 
déplacements journaliers effectués par la population de la ville de Lille, leurs modes de 
transport. Dans cette étude, nous possédons des données sur les activités quotidiennes (ex. : 
partir de la maison, déposer les enfants à l’école, aller au travail, retourner à la maison) 
effectuées par chacun des habitants de la ville de Lille. La ville a été découpée en 60 zones et 
chaque zones sont elle mêmes découpées en sous zones. Ainsi pour chaque personne habitant 
dans une zone de Lille, nous possédons des informations concernant : chaque personne d’un 
ménage (âge, sexe, emplois,…), son programme d’activités [Wang et al. 2001], les différents 
modes de transports utilisés entre chaque activité. Par exemple au cours d’une journée, une 
personne peut : partir de chez-elle, déposer les enfants à l’école, aller au travail, récupérer les 

                                                 
1 Ce travail est partiellement financé par le projet européen HEARTS du 5° PCRD – 
référence du contrat : QLK4-CT-2001-00492 
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enfants à l’école et rentrer chez elle. Nous obtenons ainsi une suite d’activités appelée 
programme d’activités effectué par cette personne au cours d’une journée. Ce que nous 
pouvons résumer par : (Maison-Ecole-Travail-Ecole-Maison). Le programme d’activités de 
différentes personnes peut bien entendu être le même ou présenter des similitudes. Si nous 
ramenons le programme d’activité de chaque individu à une suite de séquences d’activités où 
chaque activité serait codé par une valeur (ex. : M, E, T, E, M codant Maison, Ecole, Travail, 
Ecole, Maison), il nous serait alors possible de déterminer les séquences fréquentes 
d’activités effectuées par une majorité d’habitants de Lille. Ceci permet d’analyser la 
mobilité de la population urbaine de Lille. De même, si on code plutôt les modes de 
transport, les horaires ou les durées, on peut déterminer une typologie des  modes de 
transport utilisés, ou des horaires, etc. . 

Dans ce papier, nous proposons un nouvel algorithme pour la recherche de séquences 
d’activités fréquentes. L’article est organisé comme suit : la deuxième partie présente un état 
de l’art des travaux se rapportant le plus à ce domaine, la troisième partie détaille 
l’algorithme proposé et enfin une conclusion générale résume la contribution et trace les 
perspectives. 

2. Travaux liés 
La plupart des travaux sur la recherche de séquences fréquentes se situent dans le 

domaine de l’analyse de la consommation. A l’origine l’algorithme Apriori de [Agrawal et al 
1994] ne considérait pas des séquences de transactions mais juste des transactions. Il est en 
outre peu performant car il effectue de multiples parcours de la base de données pour  
déterminer les sous-ensembles d’articles fréquents. Trois algorithmes traitant les séquences 
de transactions – listes d’ensembles d’articles par client - sont développés et comparés dans 
[Agrawal et al. 1995] : AprioriAll, AprioriSome et DynamicSome. L’algorithme AprioriAll 
est une adaptation de l’algorithme Apriori pour les séquences où la générations de candidats 
et les calculs de supports diffèrent.  Contrairement à AprioriAll, AprioriSome ne compte que 
les séquences fréquentes maximales. Cet algorithme utilise une fonction next() qui retourne 
la taille de séquences candidates à générer pour la prochaine passe. Les séquences fréquentes 
maximales de tailles inférieures qui n’ont pas été calculées sont déterminées dans une phase 
retour. La valeur de next(k) augmente avec Pk = |Lk|/|Ck|, où Lk représente l’ensemble de 
séquences fréquentes de taille k et Ck l’ensemble de candidats de taille k générés. 
L’algorithme DynamicSome fonctionne selon le même principe qu’AprioriSome mais utilise 
un saut par multiple de pas donné par l’utilisateur. Par exemple si pas = 3, alors les 
séquences fréquentes de tailles 1,2 et 3 sont calculées puis les séquences de tailles 6,9 et 12 
sont générées à partir des séquences de tailles 3, 6 et 9.  

L’algorithme SPAM de [Jay et al. 2002] utilise une représentation bitmap des séquences 
de transactions, après avoir chargé toute la base de données dans un arbre lexicographique.  
L’inconvénient est qu’il considère que ces structures de données résident entièrement en 
mémoire principale. L’algorithme n’effectue donc ici qu’un seul parcours de la base de 
données pour la charger en mémoire, si celle-ci est de taille suffisante. 

3. Algorithme tableau de bits indexé (TBI) 
On s’intéresse maintenant au cas particulier où les séquences considérées sont basiques 

car composés d’articles et non d’ensembles d’articles comme dans les séquences de 
transactions vues ci-dessus. En effet, ce qui nous importe dans l’application est de rechercher 
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les séquences fréquentes dans les programmes d’activités des personnes sondées. Ce qui 
revient à rechercher des enchaînements d’activités, de modes, d’horaires… répétitifs et 
pouvant caractériser un groupe d’individus. 

3.1 Principe de l’algorithme 
Notons qu’une séquence est dite fréquente si elle est « incluse » dans un nombre de 

séquences de la base supérieur au seuil de support donné par l’utilisateur. L’inclusion entre 
deux séquences s1= (a1, …, an) et s2= (b1, …, bm) : s1 ⊂ s2, est définie par : 

∃ bi1=a1, …, bin=an tel que i1 < i2< …<in 
L’algorithme que nous proposons est basé sur un tableau de bits indexé (TBI). A ce 

tableau est associé un vecteur permettant de coder toutes les séquences enregistrées dans la 
base. La longueur du vecteur de séquences (VS) détermine donc la largeur du tableau (voir 
figure ci-dessous). Dans ce tableau, ne sont représentés que les séquences distinctes de la 
base de données. La longueur du tableau est donc limitée au nombre de séquences distinctes, 
augmentant le taux de compacité de cette représentation. A titre d’exemple, dans notre base 
de données, sur 13054 individus, il n’existe que 3429 séquences distinctes. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 FIG. 1 - Tableau de bit indexé 
 

Dans la figure 3, le vecteur de séquences est constitué de 5 activités dans l’ordre 
(M,T,E,S,M). Dans cet exemple, nous supposons que la base de données est composée de 
trois séquences distinctes de tailles 5 codées dans le TBI. Les bits du TBI placés à 1 
indiquent les articles présents dans une séquence particulière, en correspondance avec le VS. 
Dans cet exemple, les 3 séquences distinctes sont : (M, T, M), (M, E, M) et (M, E, S, M). 

 
TBI (Seuil-support) 

- Gen-vecteur-séquences () //génère le vecteur de séquences 
- Coder et Insérer chaque séquence dans le TBI 
- Pour k = 1 à Tmax  //Tmax = taille maximale des séquences de la base 

-     Générer Ck 
-     Gen-séquences-fréquentes (Seuil-support) 

- Fin Pour 
 

FIG. 2 - Algorithme général de TBI 
 
L’algorithme n’effectue qu’une seule lecture dans la base de données, lors de laquelle le 

nombre total de séquences, les fréquences par séquence distincte ainsi que le nombre de 
séquences par taille sont calculés. Ce qui permet de calculer le support de chaque séquence 
générée. Les séquences sont classées par taille décroissante dans le TBI. Un index, associé au 
TBI, permet un accès direct aux séquences selon leur taille et donc de comparer efficacement 

1      1       0     0     1 

1      0       1     0     1 

1      0       1     1     1 

M    T     E      S    M VS 

TBI 

M = Maison 
T = Travail 
E = Ecole 
S = Supermarché 
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les séquences d’une certaine taille directement avec les séquences de même taille ou de 
tailles supérieures (voir figure ci-dessous). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

FIG. 3 - Structure et représentation des données 
 
Dans l’exemple de la figure 3, le TBI contient l’ensemble des séquences distinctes de la 

base. Celle-ci contient des séquences de taille allant de 1 à 5. Le tableau NB associé au TBI 
renseigne la fréquence de la séquence. Ainsi la séquence (M, T, R, T, M) de taille 5 se 
retrouve 15 fois dans la base de données. 

Une fois l’index, VS, le tableau NB construits et les dimensions du TBI  déterminées, les 
séquences distinctes peuvent alors être codées dans le TBI suivant leur taille. 

3.2 Génération du vecteur de séquences (VS) 
Le vecteur de séquences est créé lors de la première lecture de la base suivant 

l’algorithme de la figure 4 ci-dessous : 
 

Gen-vecteur-séquences() : 
- VS = φ   //VS vide au départ 
- Pour chaque séquence s de la base de données 

-     Pour chaque article a de s 
-     Si a ∉ VS 

        -     Si ∃ b ∈ s tel que b ∈ VS et indice(b) > indice(a) dans s 
       et (indice(b) > indice(dernier article de s inséré)) dans VP 

-    Insérer a avant b 
-     Sinon insérer a à la fin de VS 

-     Fin Pour 
- Fin Pour 

 
FIG. 4 - Génération du vecteur de séquences 

M = Maison 
T = Travail 
E = Ecole 
S = Supermarché 
R = Restaurant 
 

M    T     E      S     M    R     T     M 

1   0    0    0    0    0    0     0 
0   1    0    0    0    0    0     0 

1   1    0    0    0    1    1     1 

1   0    1    0    0    1    0     1 
              …….. 

              …….. 

15 
 
… 
 
1800 
… 
 
2400 
 
5000 

VS 

TBI NB 

index 
1 2 3 4

1 
5 
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Ainsi toutes les combinaisons de séquences rencontrées dans la base sont représentées 

dans le vecteur VS. En prenant l’exemple des quatre séquences de la figure 3, supposons que 
nous voulons construire le vecteur de séquences avec les séquences dans l’ordre : (MTRTM), 
(MERM), (T), puis (M). Le vecteur de séquences VP étant vide au départ, on commence par 
insérer la première séquence. Ce qui nous donne VP = (MTRTM). Puis pour la  deuxième 
séquence, le premier article M se trouvant déjà dans VP, on ne fait rien. Pour le deuxième 
article (E), celui-ci n’appartenant pas à VP, on regarde s’il existe dans cette séquence un 
article b d’indice supérieur à E et appartenant à VP tel que l’indice de b dans VP est 
supérieur à l’indice de M (dernier article de cette séquence  inséré dans VP).  Nous 
constatons que R appartient à VP et indice(R) > indice(E) dans s et indice(R) > indice(M) 
dans VP. On insère donc E avant R. Ce qui nous donne VP = (MTERTM). Le troisième et le 
quatrième articles de la deuxième séquence se trouvant déjà dans VP et situés après l’article 
E, on ne fait rien. Pour la troisième et la quatrième séquence respectivement, les articles T et 
M appartenant à VP, on ne fait rien. On obtient finalement VP = (MTERTM) représentant la 
combinaison de ces quatre séquences. 

3.3 Génération de candidats et recherche de séquences fréquentes 
Les candidats sont générés suivant le même principe que dans l’algorithme Apriori sauf 

qu’ici, l’ordre ainsi que la répétition d’articles dans les séquences générées sont pris en 
considération (voir figure 5 ci-dessous). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

FIG. 5 - Génération de candidats 
 
Dans cet exemple, les candidats de taille 2 et 3 sont générés à partir des articles fréquents 

{M} et {T}. Si la séquence générée (TT) de taille 2 est non fréquente, alors les séquences 
(MTT), (TTM), (TTT) et (TMT) ne peuvent être fréquentes et ne seront pas prises en 
compte. De plus, l’ordre étant important, les séquences (MT) et (TM) sont perçues comme 
deux séquences différentes. 

Pour la recherche de séquences fréquentes, on commence par rechercher les articles 
fréquents codés dans le TBI ; puis on génère les séquences de taille 2 à partir des articles 
fréquents trouvés précédemment et ainsi de suite. Une fois les candidats de taille K générés, 
il suffit de parcourir le VS pour déterminer l’emplacement exact de chaque candidat dans le 
TBI. La valeur index[K] du tableau index indique la ligne du TBI à partir de laquelle les 
séquences de tailles égales ou supérieures à K sont représentées (voir algorithme ci-dessous). 

M T 

MM MT TT TM 

MMM MMT MTT TTM TMT TMM MTM TTT 



88

TBI 

     
Gen-séquences-fréquentes (Seuil-support) : 
- Seuil-support // seuil de support en entrée 
- Hmax  //hauteur du tableau 
- Ck   // ensemble des séquences candidates générées de tailles k 
- Lk   // ensemble des séquences fréquentes de tailles k 
- TBI   // tableau de bits indexés 
- index  // tableau d’indexes 
- NB   // tableau contenant les fréquences de chaque séquence 
- Lk = ∅ // ensemble des séquences fréquentes de tailles k 
- Pour toutes les séquences s ∈ Ck 

-     Pour toutes les lignes l du TBI de la ligne index[k] à Hmax 
-     Si s ⊂ l 

-      s.count = s.count + NB[k]  // fréquence de s 
-     Fin Pour 
-     Si s.count >= Seuil-support 

-     Lk= Lk ∪ s 
- Fin Pour 

 
FIG. 6 - Génération des séquences  fréquentes 

 
Conclusion et perspectives 
   Cet article propose un algorithme TBI adapté à la recherche de séquences fréquentes. Il a 
été développé en vue de son application à la recherche de motifs fréquents dans les 
programmes d’activités dans les bases de données sur la mobilité de la population en zone 
urbaine et plus précisément aux données de l’enquête MENAGE. Cet algorithme n’effectue 
qu’un seul parcours de la base de données. Seules les séquences distinctes sont représentées 
et codées en format binaire en mémoire principale. Ce qui a pour avantage d’occuper peu 
d’espace mémoire et de permettre une comparaison rapide par opérateur binaire entre les 
séquences codées dans la table indexée et les séquences générées. 
     Comme perspective, l’implémentation permettra la validation expérimentale de cet 
algorithme et de tester son intérêt dans le domaine cité. D’autres domaines pourront être 
explorés tels que la recherche de séquences fréquentes dans les séquences d’ADN ou 
l’extension aux séquences de transactions. 
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Ré su m é . L ’effi cacité de l’interrog ation d’un entrepôt de données est liée
à sa conception physique. C ette conception repose sur la sélection d’index
pertinents et leur combinaison av ec les v ues matérialisées. L a sélection
d’index est un problème N P – complet car le nombre d’index est exponen-
tiel en nombre total d’attributs dans la base. Il faut donc concev oir et
mettre en œ uv re des méthodes permettant de réduire cette complexité
afin de recommander un ensemble d’index (config uration). D ans cet ar-
ticle, nous proposons une méthode pour la sélection d’index basée sur
la fouille de données (recherche des motifs fréquents, classification). L e
contexte d’extraction de connaissances est construit après l’analyse des
requêtes du journal des transactions exécutées. L es index de la config u-
ration obtenue sont ensuite créés après une étape d’optimisation liée aux
spécificités du SG B D utilisé.

1 Intro ductio n

L ’administrateur d’un Système de G estion de B ase de D onnées (SG B D ) prend plu-
sieurs décisions concernant des tâches d’administration, telles que la conception log ique
ou physique des bases de données, la g estion de l’espace de stock ag e, le rég lag e de
performance (performance tuning), etc. L ’une des plus importantes est la conception
physique des bases de données, qui inclut l’org anisation des données et l’amélioration
de l’accès à ces données. P our améliorer les temps d’accès, l’administrateur emploie
en g énéral des index pour rechercher rapidement les informations nécessaires à une
requête sans parcourir toutes les données. C ependant, la mise à jour des données doit
être propag ée sur les index. C ela eng endre un coût de maintenance supplémentaire.

L a sélection d’index est diffi cile car leur nombre est exponentiel en nombre total
d’attributs dans la base. C ’est pourquoi nous nous intéressons au problème de sélection
automatique d’un ensemble d’index (config uration) minimisant le coût d’exécution des
requêtes. D ans ce sens, nous av ons proposé une méthode de sélection d’index dans les
bases de données basée sur des techniques de fouilles de données [AD G 0 3 a, AD G 0 3 b].

P ar ailleurs, le problème de sélection d’index est aussi posé dans les entrepôts de
données, mais certaines adaptations sont nécessaires. E n eff et, les entrepôts contiennent
en g énéral de très g ros v olumes de données. L ’indexation de ces données donne donc
lieu à des index v olumineux. D e plus, la sélection d’index se fait en conjonction av ec
la matérialisation des v ues. L ’espace nécessaire aux v ues et aux index est de ce fait
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très grand. La sélection d’index doit donc se faire en prenant en compte l’espace
de stockage disponible. D’autre part, les rafrâıchissements de l’entrepôt sont réalisés
périodiquement quand le système est hors ligne. Le coût de maintenance des index doit
donc être pris en compte de manière différente que dans le cas des bases de données.

Dans cet article, nous étendons dans un premier temps notre approche grâce à
une analyse plus fine des requêtes de la charge, à la détermination des techniques
d’indexation les plus appropriées aux index, à l’établissement d’un ordre des attributs
constituant les index multi–attributs et à la prise en compte des spécificités du SGBD
utilisé lors de la création des index. Par la suite, nous proposons des adaptations dans le
contexte des entrepôts de données afin de prendre en compte la contrainte sur l’espace
disponible pour stocker les index et de sélectionner des techniques d’indexation propres
aux entrepôts.

Cet article est organisé comme suit. Après un état de l’art sur les solutions pro-
posées pour le problème de sélection d’index (Section 2), nous détaillons l’approche que
nous proposons (Section 3). Nous terminons par une conclusion et des perspectives de
recherche (Section 4 ).

2 É tat de l’art

2.1 Sélection d’index dans les b ases de données

Le problème de sélection d’un ensemble d’index pour une base de données a été
étudié depuis les années 70. Il est NP–Complet [Com78 ]. En effet, ce problème réduit
à une seule table de n attributs candidats peut théoriquement être résolu en évaluant
le coût de 2n ensembles d’index possibles. Cela induit un coût de calcul exponentiel. Il
s’agit donc de trouver un ensemble d’index proche de l’optimal sans évaluer le coût de
tous ces ensembles.

On peut distinguer deux grandes familles de travaux proposant des solutions au
problème de la sélection d’index. Dans la première famille, une fonction de calcul de
coût basée sur un modèle mathématique est élaborée pour estimer le coût d’un ensemble
d’index [ISR8 3, BMT 8 5, BP90, CBC93a, CBC93b, KLT 03, FR03]. Par exemple, Kra-
tica et al. utilisent une optimisation par un algorithme génétique [KLT 03]. Le système
DINNER [FR03] exploite une base de connaissances et représente les requêtes d’une
charge sous forme de graphes de solutions. Une solution décrit les chemins d’accès
(avec index ou non) parcourus pour exécuter une requête. Il utilise ensuite plusieurs
heuristiques pour élaguer les mauvaises solutions.

Dans la deuxième famille, l’optimiseur de requêtes du SGBD est utilisé pour évaluer
le coût de chaque index [FST 8 8 , FON92, CN97, CN98 , V Z Z +00, ACN00]. Frank et al.

proposent un outil d’aide à la décision pour l’administrateur qui, à partir d’une charge
et d’un ensemble d’index donnés, fournit une estimation du coût global de chaque index
grâce à une communication constante avec l’optimiseur de requêtes [FON92]. L’outil
de sélection d’index IST (Ind ex S election T ool) [CN97, CN98 , ACN00] développé par
Microsoft au sein du SGBD SQ L Server, exploite une charge et en extrait une configura-
tion d’index candidats mono–attributs. Un algorithme glouton permet de sélectionner
les meilleurs index de cette configuration grâce à des estimations de coût effectuées
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par l’optimiseur de requêtes. Le processus est ensuite réitéré pour générer des index
sur deux attributs à partir des index mono-attributs, et ainsi de suite pour les in-
dex multi-attributs de taille supérieure. Pour DB2, un algorithme de sélection d’index
génère des index candidats pour chaque requête séparément, en injectant dans la base
des index dits virtuels [VZZ+00]. Ces index virtuels sont des sous–ensembles de tous
les index possibles choisis par un algorithme dont les détails ne sont pas mentionnés.
Les index proposés sur une table donnée sont combinés en les sélectionnant dans un
ordre décroissant du ratio gain–espace de stockage.

2.2 Sélection d’index dans les entrepôt de données

Dans les entrepôts de données, deux familles d’algorithmes de sélection d’index
existent : des algorithmes pour optimiser le temps de maintenance [LQA97] et d’autres
pour optimiser le temps d’exécution des requêtes [GH RU97, ACN01 , GRS02]. Dans les
deux cas, l’optimisation est réalisée sous la contrainte de l’espace de stockage.

Gupta et al. proposent un algorithme glouton utilisant un modèle de coût [GH RU97].
Cet algorithme parcourt un multi–graphe bipartie pour recommander un ensemble de
vues et d’index minimisant le coût d’exécution des requêtes. Ce multi–graphe relie les
index et les vues aux requêtes où ils sont présents. Agraw al et al. proposent un outil im-
planté sous SQL Server [ACN01 ]. Ce dernier commence par énumérer tous les index et
vues pouvant contribuer à la réduction du temps d’exécution d’un ensemble de requêtes
donné. Une réduction du nombre de candidats (index et vues) est ensuite effectuée par
l’optimiseur de requêtes. Un ensemble final d’index et de vues matérialisées est alors
proposé. Une approche heuristique utilisant un algorithme glouton a également été pro-
posée [GRS02]. Cet algorithme admet en entrée un ensemble de vues et d’index pour
choisir progressivement les index les plus avantageux. Le choix est réalisé en comparant
le coût des plans d’exécution possibles, générés par l’optimiseur, de chaque requête de
la charge.

2.3 M otiv ation et discussion

La sélection d’index soit utilise une fonction mathématique, soit fait appel à l’op-
timiseur de requêtes du SGBD. Une fonction de coût est basée sur des hypothèses
théoriques, par exemple, “ la fréquence d’insertion et de suppression des n–uplets d’une
table est telle que le nombre total des n–uplets dans cette table reste constant pour
deux choix consécutifs d’un ensemble d’index” , ou “ le nombre d’index n’est pas limité
par table” , qui ne sont pas toujours réalisables dans la pratique. Par contre, l’opti-
miseur de requêtes utilise des statistiques et un modèle de coût inhérent à un SGBD
donné. La sélection d’index est donc dépendante du SGBD et doit être adaptée pour un
autre SGBD. De plus, le coût de communication avec l’optimiseur peut être important
si le nombre d’index candidats à évaluer est grand.

L’approche de sélection d’index que nous proposons dans cet article est similaire à
celle de Microsoft. Cependant, l’ensemble d’index candidats n’est pas obtenu par une
heuristique qui fait constamment appel à l’optimiseur de requêtes mais en appliquant
des techniques de fouille de données à la charge. Le résultat est directement une configu-
ration d’index candidats dont le coût peut être évalué soit grâce à une fonction de coût
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soit par l’optimiseur de requêtes. Dans le second cas, le coût de communication avec
l’optimiseur est réduit car le nombre d’index candidats à évaluer est moins important.

Dans les entrepôts, le problème devient plus crucial du fait de la grande volumétrie
des données. Dans ce contexte, notre approche contribue efficacement à la sélection
d’index en tenant compte de l’espace de stockage disponible.

3 Fouille de données pour la sélection d’index

L’approche que nous proposons (Figure 1) exploite le journal des transactions (en-
semble de requêtes résolues par le SGBD) pour recommander une configuration d’index
(ensemble d’index) améliorant le temps d’accès aux données.

La méthode proposée analyse la charge pour chercher les attributs pouvant être
utiles lors de l’exécution d’une requête s’ils sont indexés. Cette analyse génère également
un ensemble d’attributs sur lesquels il n’est pas souhaitable de construire des index.
Les attributs trouvés précédemment sont stockés dans les matrices MSelec t et Mu p d ate,
respectivement. La combinaison de ces matrices permet de construire une matrice
“requêtes–attributs”. Dans les entrepôts de données, la matrice Mu p d ate n’existe pas
car le rafrâıchissement des entrepôts se fait hors ligne (off line). La matrice “requêtes–
attributs” est donc construite directement. Parallèlement à l’analyse de la charge,
nous déterminons la technique d’indexation appropriée à chaque index candidat. Les
techniques d’indexation diffèrent suivant l’environnement utilisé : base ou entrepôt de
données. La matrice “requêtes–attributs” correspond au contexte d’extraction utilisé
pour générer les index de la configuration en utilisant les techniques de fouilles de
données telles que la recherche des motifs fréquents ou la classification. Enfin, l’ordre
des attributs dans les index multi–attributs est établi et un processus d’élagage est
proposé avant de créer les index de la configuration. Nous détaillons chacune des ces
étapes dans les sections suivantes.

3.1 A naly se de la ch arg e

Les requêtes présentes dans la charge (journal des transactions) sont traitées par
un analyseur de requêtes SQL afin d’extraire tous les attributs susceptibles d’être des
supports d’index. Dans un environnement de base de données, la charge extraite est
divisée en deux parties : une partie ne contenant que les requêtes d’interrogation (SE-
LECT), notée P a r ts elec t et une deuxième partie ne contenant que les requêtes de mises
à jour (UPDATE, INSERT, DELETE), notée P a r tu p d ate. Dans les requêtes des deux
parties, le choix d’un attribut à indexer n’est pas dû au hasard. En effet, une requête
d’interrogation comportant des jointures ou des sélections peut être très coûteuse si
elle opère de manière séquentielle (sans utilisation d’index). Il est alors judicieux de
construire des index sur les attributs utilisés pendant la recherche. Pour ces mêmes
raisons, il est recommandé de créer des index sur les attributs servant à la mise à jour.
Par contre, il n’est pas souhaitable de créer des index sur les attributs mis à jour (par
exemple, les attributs d’une clause SET) car ils engendrent un coût de maintenance
supplémentaire. Partant de ce constat, nous avons établi des règles pour recommander
des attributs à indexer suivant chaque type de requête.
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Fig. 1 – Démarche proposée pour la sélection d’index
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Dans les entrepôts de données, les requêtes sont de type SELECT en lecture seule
(read only) et les rafrâıchissements (batch update) sont réalisées périodiquement [VG99].
Dans ce cas, nous construisons directement la matrice “requêtes–attributs”.

Illustrons quelques règles à travers les exemples suivants. Soit un prédicat de res-
triction qui a l’une des formes suivantes : t.a between v1 and v2, t.a θ v2, t.a like

v1 ou t.a in (v1,v2, ...)

où :

– t est un nom ou un alias d’une table,
– a est un attribut de cette table,
– θ est l’un des opérateurs =, �=, <, >, ≤ ou ≥,
– v1, v2 sont des valeurs constantes ne contenant pas une spécification d’une table

(nom ou alias d’une table).

Plusieurs cas peuvent conduire à proposer des index “inutiles”, c’est–à–dire qui ne
seront pas utilisés pour répondre aux requêtes précédentes.

1. Un prédicat de la forme E(t.a) = v1 où E(t.a) est une expression en t.a, par
exemple t.a2+ 3t.a. Dans un tel cas, t.a n’est pas l’opérande immédiat de l’opérateur
de comparaison. Le SGBD n’utilise pas d’index sur l’attribut a pour chercher les
tuples vérifiant ce prédicat.

2. Un prédicat de la forme t.a �= v1 n’utilise pas un index construit sur a car toutes
les données sont parcourues sauf v1 si elle existe dans la table.

3. Un prédicat de comparaison de châınes de caractères utilisant like n’exploite
pas l’existence d’un index pour chercher les n–uplets vérifiant ce prédicat si la
recherche s’effectue sur une sous–châıne (par exemple, dans le cas d’utilisation
d’un joker au début like ‘%chaı̂ne’) plutôt que sur la totalité de la châıne.

3.2 Détermination des techniques d’indexation

Dans une base de données, les attributs des clauses <attribut>=<constante> |

<sous-requête>,<attribut> in <liste de valeurs> | <sous--requête>donnent
lieu à la création d’index de hachage. Les attributs des clauses restantes et les attributs
de jointure donnent lieu à la création d’index structurés en b–arbres ou leurs variantes
(b+–arbre, b∗–arbre). La raison est qu’un index de hachage est plus rapide qu’un index
en b–arbre pour la recherche d’un enregistrement. Cependant, l’utilisation d’un index
de hachage statique sur une table qui ne l’est pas (la fréquence des insertions et des
suppressions est importante) peut dégrader substantiellement les performances. Pour
pallier ce problème, l’analyse des différentes requêtes du contexte d’extraction peut
nous indiquer les tables qui ne sont pas statiques.

Par ailleurs, plusieurs techniques d’indexation sont utilisées dans les entrepôts :
index en b–arbre, index bitmap, index de jointure et index de projection [VG99]. Dans
ce cas, plusieurs facteurs servent à la détermination de la technique d’indexation la
mieux adaptée. Ces facteurs sont liés aux caractéristiques des attributs indexés et à
leur usage dans une requête SQL.

Les facteurs liés aux caractéristiques des attributs indexés sont :

– la cardinalité d’un attribut (le nombre de valeurs distinctes de cet attribut) ;
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– la distribution d’un attribut, qui détermine la fréquence des occurrences des va-
leurs distinctes de cet attribut ;

– la portée (value range) d’un attribut, qui est la différence entre les valeurs maxi-
mum et minimum d’un attribut.

Par exemple, pour un attribut de grande cardinalité et de petite portée, une tech-
nique d’indexation basée sur un bitmap est souhaitable (un b–arbre dégraderait les
performance).

De plus, l’emploi d’un index candidat dans une clause d’une requête (jointures,
prédicats de restriction, GROUP BY , etc.) peut aider à déterminer le choix de la
technique d’indexation à adopter. Par exemple, il est intéressant de créer un index
de jointure sur deux attributs fréquemment utilisés ensemble dans une condition de
jointure.

3.3 Construction du contexte d’extraction

A partir des attributs extraits dans l’étape précédente, nous construisons une ma-
trice “requêtes-attributs” qui a pour lignes les requêtes de la charge et pour colonnes
les attributs à indexer. Cette matrice est le résultat de la combinaison de deux ma-
trices : la matrice Mselect (construite à partir de Partselect), dont les lignes représentent
seulement les requêtes d’interrogation se trouvant dans la charge, et la matrice Mupdate

(construite à partir de Partupdate), dont les lignes représentent les requêtes de mise
à jour. La partie Partupdate est divisée à son tour en deux groupes : G1 et G2. G1

contient les attributs mis à jour et G2 contient les attributs servant à la mise à jour
(par exemple, les attributs de la clause W HERE d’un UPDATE). Par conséquence, la
matrice Mupdate est partitionnée verticalement en deux parties : un groupe de colonnes
correspondant aux attributs de G1 et un deuxième groupe correspondant aux attributs
de G2. Ces matrices sont construites de telle façon à garder un lien entre chaque attri-
but candidat et la requête de la charge où cet attribut est présent. Nous illustrons la
construction de ces matrices à travers cet exemple.

Soit une base de données composée de trois tables : Item (catalog-number, name,
price, supplier-code, delivery-time), Warehouse (warehouse-code, warehouse-
name, warehouse-manager), Item-Warehouse (catalog-number, warehouse-code,
quantity, emergency-quantity). La Figure 2 représente un extrait de la charge com-
posé de sept requêtes sur ces tables. Les Figures 3 et 4 montrent les matrices Mselect

et Mupdate respectivement obtenues.
Mselect peut être diminuée des attributs de Partupdate qui sont très fréquemment

mis à jour et servent rarement à la recherche (par exemple, dans une clause W HERE
d’un SELECT ou d’un UPDATE). Un ratio entre la fréquence d’utilisation d’un attri-
but dans la partie “attributs mis à jour” de la matrice Mupdate et la fréquence du même
attribut dans les matrices Mupdate (la partie “attributs de recherche”) et Mselect per-
met d’élaguer cet attribut. Ce ratio est comparé à un seuil défini par l’administrateur.
Il est également possible de prévoir une série de tests pour estimer empiriquement ce
seuil.

La matrice “requête–attributs” obtenue par la combinaison des matrices Mselect et
Mupdate représente le contexte d’extraction des connaissances pour recommander un
ensemble d’index. Nous pensons que l’utilité d’un index est fortement corrélée avec
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(1) Select name, price from Item

where catalog-number like ‘999%’

and price > 1000 order by name

(2) Select * from Item

where delivery-time > 100 or price > 100

(3) Select Item.name from Item, Item-Warehouse

where Item-Warehouse.catalog-number = Item.catalog-number

and Item-Warehouse.quantity > 10000

and Item.supplier-code = 4 and Item.price > 1000

(4) Select Item.name, Warehouse.name, Item-Warehouse.quantity,

Item.prace from Item, Warehouse, Item-Warehouse

where Item.catalog-number = Item-Warehouse.catalog-number

and Item-Warehouse.warehouse-code =

Warehouse.warehouse-code

and Item.price>1000 and Warehouse.Warehouse-code like ‘%12’

and Item-Warehouse.quantity<1000

(5) Update Item set delivery-time = delivery-time - 1

(6) Update

Item-Warehouse set quantity = 50

where catalog-number = 10

(7) Delete from Item where delivery-time = 0

Fig. 2 – Exemple de requêtes extraites d’une charge

la fréquence de son utilisation dans l’ensemble des requêtes de la matrice “requête–
attributs”. A priori, la recherche des motifs fréquents ou la classification sont des tech-
niques appropriées pour mettre en évidence cette corrélation et faciliter le choix des
index. Nos premiers travaux [ADG03a, ADG03b] se basent sur la recherche des motifs
fréquents à l’aide de l’algorithme CLOSE [PBTL99] et apportent des premiers résultats
encourageants. La classification peut également être intéressante [Roc03]. L’idée est de
regrouper des requêtes similaires. Le but est de ne garder que les index candidats ap-
partenant à un groupe de requêtes ayant une fréquence totale supérieure ou égale à un
seuil donné. Ce seuil peut être défini par l’administrateur de la base ou empiriquement.

3.4 Ordre des attributs dans les index multi-attributs

Les index de la configuration peuvent être mono–attributs tels les index de projec-
tion ou multi–attributs tels les index de jointure. Le contexte d’extraction peut être
exploité pour établir un ordre dans les attributs constituant les index multi–attributs.
Un choix judicieux de cet ordre peut réduire le nombre d’index de la configuration.
En effet, soit un index i1 sur les attributs a1...an recommandé pour les requêtes de
l’ensemble Q1. L’index i1 peut être éliminé s’il existe un autre index i2 sur les attri-
buts a1..ana′

1...a
′

m recommandé pour les requêtes de l’ensemble Q2 ⊃ Q1. Si Q1 = Q2,
l’index i1 est conservé et i2 est éliminé car il occupe plus d’espace.

Par ailleurs, soient trois index i1 sur les attributs a1...an, i2 sur a′

1...a
′

m et i sur
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Tables Item
Requêtes price name delevery-time catalog-number supplier-code

(1) 1 1 0 0 0
(2) 1 0 1 0 0
(3) 1 0 0 1 1
(4) 1 0 0 1 0

Tables Item-Warehouse Warehouse
Requêtes catalog-number quantity warehouse-code warehouse-code

(1) 0 0 0 0
(2) 0 0 0 0
(3) 1 1 0 0
(4) 1 1 1 1

Fig. 3 – Exemple de matrice Mselect

a1...ana′

1...a
′

m (ou i sur les attributs a′

1...a
′

ma1...an) recommandés pour les requêtes des
ensembles Q1, Q2 et Q, respectivement. Si Q ⊆ Q1 ∪ Q2, l’index i peut être éliminé.

Pour illustrer ces idées, prenons l’exemple suivant. Soient deux requêtes : select *

from t where a=4 and b=5 et select * from t where b=3. Un index (b,a) peut
être utilisé par ces deux requêtes, alors qu’un index (a,b) peut seulement être utilisé
par la première requête. Nous pouvons donc nous contenter de créer l’index (b,a).
Ajouter une troisième requête select * from t where a=3 rendrait l’index (b,a)

inutilisé par cette requête. Dans ce cas, les index a et b peuvent être utilisés par
l’ensemble des trois requêtes.

L’application de ces règles a deux conséquences intéressantes : (1) garantir qu’un
index est utilisé par un plus grand nombre de requêtes ; (2) gérer plus efficacement l’es-
pace de stockage. Le deuxième point est particulièrement intéressant dans les entrepôts
de données.

3.5 Élagage d’index de la confi guration

Le nombre d’index candidats obtenu est d’autant plus important que la charge en
entrée est volumineuse. En pratique, la création de tous les index de la configuration
peut ne pas être réalisable car le système n’autorise qu’un nombre d’index prédéfini par
table. Ce nombre est différent d’un SGBD à l’autre. Par exemple, l’optimiseur d’Oracle
autorise jusqu’à seize index par table depuis la version 6. Il faut donc réduire le nombre
d’index à générer.

Nous pensons utiliser une des méthodes suivantes. La première consiste à mettre
en œuvre un modèle de coût permettant d’estimer le coût d’utilisation d’un index.
La deuxième consiste à faire appel à l’optimiseur de requêtes pour estimer ce coût.
Dans les deux cas, les index les moins avantageux (ayant un coût plus élevé) dans la
configuration sont éliminés. Pour cela, le coût moyen d’utilisation d’un même index
dans les différentes requêtes de la charge est calculé. Les index sont ensuite groupés
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Attributs mis à jour
Tables Item

Requêtes catalog-number name price supplier-code delivery-time

(5) 0 0 0 0 1
(6) 0 0 0 0 0
(7) 1 1 1 1 1

Attributs mis à jour Attributs de recherche
Tables Item-Warehouse Item Item-Warehouse

Requêtes quantity delivery-time catalog-number

(5) 0 0 0
(6) 1 0 1
(7) 0 1 0

Fig. 4 – Exemple de matrice Mupdate

selon leur table d’appartenance et triés suivant leur coût moyen décroissant. Les k (k
est le nombre maximum d’index autorisé) meilleurs index sont conservés et les autres
sont éliminés.

Dans les entrepôts de données, la sélection est réalisée sous la contrainte de l’espace
de stockage disponible. Si l’utilisation de deux index différents a le même coût, l’index
occupant le moins d’espace est privilégié.

4 Conclusion et perspectives

Nous avons proposé dans cet article une méthode basée sur la fouille de données
pour la sélection automatique d’index dans les entrepôts de données. Nous complétons
en premier lieu nos travaux antérieurs par une analyse plus fine de la charge, une
méthode pour la détermination des techniques d’indexation, l’établissement d’un ordre
dans les attributs des index multi–attributs et la prise en compte des spécifités du
SGBD utilisé. Nous avons également apporté des adaptations pour la sélection d’index
dans le contexte des entrepôts de données. Ces adaptations consistent dans le choix des
attributs indexables, les facteurs déterminant les techniques d’indexation typiques des
entrepôts et la contrainte sur l’espace de stockage disponible.

Actuellement, nous sommes en train de mettre en œuvre ces idées au sein d’un
SGBD. D’autre part, nous envisageons dans nos travaux futurs de traiter le problème
de la sélection des vues à matérialiser. En effet, la classification effectuée sur le contexte
d’extraction permettrait de construire des groupes de requêtes ayant de fortes simila-
rités. Chaque groupe de requêtes peut alors être un point de départ pour la génération
des vues matérialisées.

Par ailleurs, l’exploitation de l’ensemble des motifs fréquents pourrait nous per-
mettre de mieux cibler les index de jointure en étoile partiels à construire en fonction
de la charge à traiter. Nous éviterions ainsi la constitution d’un seul index de jointure
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en étoile complet qui serait très coûteux en terme d’espace.
Enfin, il sera indispensable de valider cette approche. Dans un premier temps,

nous vérifierons que les performances de notre première approche sont bien améliorées
par nos adaptations. Nous comparerons aussi les index que nous proposons avec ceux
construits par un expert. Finalement, nous mènerons une étude comparative par rap-
port aux autres méthodes de sélection d’index, dans la mesure du possible.
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Ò Ó/ÔAÔAÕFÖo×?Ø¢ÔFÙ�Ú�ÛCØ?Õ�Ü8Ó Ý�Ü§ÓKÙFÙAÖ¯Þ¦Ö~Ý,Ó=ÔAÖ8ÛKß Ò Ûc×¢àZá�ÔHÙ�Ý�Ûaâ Ú?Üoá�ãMázÙ

äÎå�æªçWèfé ê Ö8ëKß�Ó/ÔAØ?ÕAá2ÙAÚ�ázÝ£ÔAÕHÓ=Ü8áìÔZíMÚ;Ö8îhØ;á0Ò¢á2Ü~Ó ïCðsëKð�ÔHÓ/ÔFÖoÛcß�ñ;Òkò�Ø;ß Ù1ÛcÜ¶ßhØ á�ÔÇÒ�á2ÜÊò�ásÓKØ

á�ÔîcØ?á�Ü§îaØ?á Ù1ÛaÖ�Ô�Ü~Ó ÔFásÝHó;ß;Ö~îhØ;á Ø¢ÔFÖ Ü Ö8ÙAð�ácñ á�ÜoÜ8ásÙÝ�ÛCß�Ù1Ö~Ù¹ÔFá�ßhÔÓKÝ�ÔAØ;ásÜoÜ8á�â á�ßcÔ2ÔFÛCØ¢ÔFá�Ùô Ýtó;á�ÕHÝHó;á,Õ�ô â Ó=ãMÖ8â Ö8ÙAá�Õ
Ü~Ó îhØ?ÓCÜoÖoÔAð ëCÜ8ÛK×�ÓKÜoá Ù1á�ÜoÛcß Ø;ß Ý�á,ÕOÔFÓCÖoß Ý�ÕFÖ¯ÔFõ,ÕFá Ò¢á îhØ?Ó�Ü8ÖoÔAðKö�÷�Ü8Ü á�Ù ß;á Ù1á Ò¢Ö~Ù¹ÔFÖoß;ëaØ;á,ßhÔ îhØ;á ÙOØ;Õ Üoá Ò¢ásëCÕtð
Òkò�Ø¢ÔFÖoÜ8Ö8ÙFÓ/ÔFÖoÛcß ø�×�ÛTÛcÜoðsá�ß ÛCØ ÕOðsá,Ü¥ù�Ò¢ásÙ6Ó=Ô1ÔFÕOÖ8×�Ø¢ÔHÙ�á�ÔfÙAØ;Õ�ÜÊò´Ó=Ü8ëCÛaÕAÖoÔAó?â á	Òkò´Ó=Ú;Ú�ÕOásßcÔtÖ ÙtÙFÓ�ëKácö

÷�ß Þ�ÓKÖ�Ôzñ;ß;ÛKØ�Ù�Ú�á�ß?Ù1Ûcß?Ù6îuØ;á	ß;ÛKÔAÕFá«â ð,ÔAó;Û¢Ò¢áÙ�òÃÓ=Ú;Ú;Ü8Ö§îaØ?áìÚ�Ó=ÕAÞ�Ó=ÖoÔAá�â á�ßcÔ�á,ÔfÒ¢ÖoÕFá�Ý�ÔOásâ ásßhÔÇôÜ§Ó ÙAð�Ü á�Ý£ÔFÖoÛcß
ø�Ú�Ûaß�Ò¢ð�ÕHÓ/ÔFÖoÛcß�ù Ò¢á ×?Ó�ß?Ò;ásÙ Ò�Ó=ß?Ù ÜoázÙ Ö8â ÓKëKázÙ óTíhÚ¨á�ÕHÙAÚ�ázÝ£ÔAÕHÓ�Ü8á�Ùsö'ú«Ó=ß�Ù Ü Ó Ù1á�Ý*ÔOÖ ÛKß û ß?ÛCØ?Ù Ú;ÕAðzÙ#ásßuÔAá,ÕFÛKß�Ù
Ò¢Ûaß�ÝQß;ÛCÔOÕFá�Ó=Ü8ëCÛKÕFÖoÔAó;â á0Ò¢á©ÙAð,Ü8á�Ý�ÔAÖ8ÛKß ÒkòÃÓ/Ô#ÔFÕAÖ8×;Ø¢ÔHÙfÒ;ÓCß?Ù6Ü8á�Ý�ÓcÙ�ëCð�ß;ð,ÕHÓ=Ü½ö�ú«Ó=ß?Ù6Ü8Ó ÙAá�Ý�ÔOÖ8ÛCß ü ß;ÛcØ?Ù�ïKásÕAÕFÛKß�Ù
Ý�ÛCâ â á,ßuÔ¸Ü½ò´Ó=Ú�Ú;Ü8Ö~îcØ?á�Õ�ô Ü8Ó Ù1ðsÜoázÝ£ÔFÖoÛaß Ò¢áQ×�ÓKß?Ò¢ásÙ�Ò�ÓKß?ÙÎÜ8á�Ù¸Öoâ ÓCëKásÙ�óMíMÚ�ásÕFÙOÚ¨ásÝ£ÔFÕFÓKÜoázÙ�öh÷�ß¢Þ�Ö ß�ñ;ß?ÛKØ�Ù�ïKásÕAÕFÛKß�Ù
Ü8ásÙ�Ú¨á�ÕHÙ1Ú�ásÝ�ÔAÖ8ïCá�ÙÎÚ�ÛcØ;Õ�ß;ÛaÙ¸ÔFÕtÓ�ï/ÓCØ¢ã Ò;Ó=ß�ÙÎÜ8Ó ÙAásÝ�ÔAÖ8ÛKß ý�ö

þ ÿ ���������	��
��  ������������� � �	� � ����� ����� �������

�� "! # $&%('*)�+-, .*/0)�.1)�23$&,
4 ÛaØ?Ù6Ú�ÕOÛcÚ�ÛhÙ1Ûaß?Ù�Ø;ß;áâ ð,ÔOó�Û¢Ò¢á Ò¢á©Ý,Ü8ÓcÙOÙAÖ�Þ¦Ö~Ý�Ó�ÔOÖ8ÛCß Ø¢ÔFÖoÜ8Ö8ÙFÓ=ßhÔfØ?ß;áÙAð,Ü8á�Ý�ÔOÖ ÛKß Ó�Ø;ÔAÛKâ Ó�ÔOÖ§îaØ?á�Òkò�Ó=Ô1ÔFÕAÖ8×;Ø¢ÔHÙ,ñ

ÝKò�ázÙ¹Ô"5Áô65ÐÒ¢Ö8ÕFáKñ*Ø;ß;á-ÕAázÝHó;á�ÕHÝHó�á(ß;Ûcß�Ù1Ø;Ú¨á�ÕFïMÖ8ÙAð�á�Ò�ò�Ø�ß©á,ß?ÙAá�â×;ÜoáªÒ¢á'Ý�ÛMá�Þ±Þ�Ö Ý�ÖoásßaÔHÙ&ÙOØ;Õ�Ü á�Ù&Ó/ÔOÔAÕFÖo×;Ø;ÔFÙ�Ú¨ÛKØ?Õ&ÝHó?ÓcîaØ?á
Ý�Ü ÓaÙAÙAá�ÝHó;á,ÕHÝHó;ðsáKö 4 ÛCØ?ÙfØ¢ÔAÖ8ÜoÖ~ÙAÛKß�Ù�Ú?ÜoØ�ÙAÖ8á�Ø;ÕHÙ6Ö8ß�Ù#ÔFÓ=ß�Ý�ásÙ]Ò¢áÝ�Ü8ÓcÙAÙOÖ�Þ¦Ö8á�Ø�ÕFÙ�ñ?Ó�ïCázÝ2Ò¢ásÙfâ ð�ÔAó?ÛMÒ;ásÙfîuØ�á�Ü8Ý,ÛKß�îuØ;ázÙ,ñ
Ú?ÓKÕFÓCâ ð�ÔAÕFð�ázÙiÒ¢ÖoÞ¥Þ¦ð,Õtá,â á,ßuÔsñ¢ÝHó?ÓcîhØ;á¬Ý�Ü~ÓKÙFÙ1ÖoÞ¦Ö8á�Ø;Õªð�ÔFÓKßhÔ�ÙAÚ�ðzÝ�Ö~Ó=Ü8Ö8ÙAðfÒ;ÓCß?Ù�Ø;ß Ô¹íhÚ�á]Ò�ò�Ûc×¢àZá�ÔHÙ�ñMÝ=ò�ásÙ1Ô-ôÒ;ÖoÕFáfîuØ�ò�ÖoÜ
Ú�á,ÕFâ á�Ô1ÔFÕFÓÒkò�á�ãMÔAÕHÓ=Ö8ÕAáfØ;ß;á	Ý�Ü~ÓCÙtÙ1á 76Ý�ÛcÕAÕFá�Ý�ÔOá98 Ò¢áìÜÍò�á�ß?ÙAá,â×;Ü8á]Ò¢ázÙ-Ûc×�à¹á�ÔHÙªÓKß?Ó=Ü í¢Ù#ðzÙ�ö;:6Ö8ß?ÙAÖÊñ¢ÝHó?ÓcîaØ�á]Ý�Ü~ÓCÙFÙOá
ÙAá�ÕHÓÖ8ß?Ò¢ðsÚ�ásß?Ò�ÓKßaÔFá�Ò¢ásÙ�ÓCØ¢ÔOÕFásÙ�á,ÔfÒ¢á�ïMÕHÓ�<,ÔOÕFá0Ý�ÛCâ Ú;Ü8ð,â á�ßcÔHÓ=Ö8ÕAá0Ò¢á«ÔFÛKØ¢ÔFásÙ�Ü8ásÙ�ÓKØ¢ÔAÕFá�Ùsö

= ÜfázÙZÔ Ö8ß;ásßuïMÖ§ÙOÓCëKázÓ=×;Ü8á Ò¢á ÝHó;á,ÕHÝHó;ásÕ Ý�á�Ù Ú�Ûcß?Ò¢ð�ÕtÓ/ÔFÖoÛaß?Ù Ú�ÛCØ;Õ ÝHó�ÓKîhØ;á Ý�Ü~ÓKÙFÙAá Ö8ß�Ò¢ð�Ú�á�ß�Ò;ÓKâ â ásßcÔ�öª÷'ß
á�Þ±Þ�á�Ô�ñ�ÖoÜ�á�Ù¹Ô�Ö â Ú�ÛhÙAÙOÖo×�Üoá�Òkò�ÛC×;ÔAá�ß�ÖoÕ¬Ò¢ázÙ6Ý�Ü~ÓCÙFÙAá�Ù-ÔAÛCÔtÓ�Ü8á�â á�ßcÔ6Ò¢Ö~Ù�àZÛKÖ ßaÔFásÙ�ô Ú�ÓKÕ1ÔFÖoÕ¬Ò¢ázÙ�â < â á�Ù�Ò;ÛCß;ß;ð�ásÙ�ÙFÓ=ß?Ù
Ø;ß ÓCÚ;Ú�ÛCÕOÔÒ¢á Ý,ÛKß;ß?ÓCÖ8ÙFÙFÓ=ß?Ý,á�Ù0ÙAØ;Ú;Ú;Ü8ð,â á�ßhÔHÓ=Ö ÕOázÙ,ö = Ü'Þ�Ó=Ø¢Ô Ò¢ÛKß�Ý îcØ?á ÝHó?ÓCîuØ;á Ý�Ü ÓaÙAÙAÖoÞ�ÖoásØ;Õ�Ú;Ø;Ö~ÙFÙ1á Ö8ßhÔAá�ÕFÓCëKÖ8Õ
Ó�ïaásÝ]ÜoázÙ�Ó=Ø¢ÔFÕOázÙ�Ó/Þ¦Ö8ß Ò¢á2Ú¨ÛKØ?ïCÛKÖ8ÕÎÕAá�Ý�ÛaØ;ïMÕAÖ8ÕÎÜÍò�á�ß?ÙAá,â×;Ü8áQÒ;ásÙ6Ò¢Ûaß�ß;ð�ásÙsö

4 ÛaØ?Ù�Ú;ÕFÛCÚ�ÛcÙOÛCß�Ù�Ò¢ÛKß?ÝÒ¢á0â á�Ô1ÔFÕAáØ;ß Ú;Ü~ÓCÝ�á0Ø?ß â ðzÝ,ÓKß;Ö8ÙAâ á�Òkò´Ó=Ú�Ú;ÕFá�ßhÔFÖ8ÙFÙOÓCëKá	Ú?ÓKÕfÝ�ÛTð,ïaÛCÜ8Ø¢ÔAÖ8ÛKß ëCð�ß;ð 5
ÔFÖ8îuØ;áìÒ;Ó=ß?ÙªÜ8á�îhØ;á,ÜÅÜ8ásÙ-Ú�Ûaß�Ò�ðsÕFÓ=ÔAÖ8ÛCß?Ù-Ø¢ÔAÖ8Ü8Ö8ÙAð�ázÙ'Ú�ÓKÕ-Ü8ásÙ�Ý�Ü~ÓKÙFÙAÖ�Þ�Ö á�Ø;ÕHÙ-ïCÛKßhÔ>76ð�ïcÛKÜ8Ø�á�Õ?8 Ò¢áfÞ�ÓA@�Ûaß ôÝ�á]îhØ;á«Ü§Ó
ÕFð�Ú?ÓCÕ#ÔFÖ�ÔFÖoÛcß Ò¢ásÙ�Ò¢ÛKß�ß;ð�ázÙ'Ò;ÓCß?Ù�Ü8ásÙ-Ý�Ü~ÓCÙFÙ#ázÙ'ÙAÛKÖoÔ'Ü8Ó�â ásÖoÜ8Ü8á,Ø;ÕFáfÚ�ÛcÙFÙ#Ö8×;Ü áKöCBWÛcØ;Õ'Ú�ÛCØ?ïKÛCÖ8Õ'Ò¢ð�Þ¦Öoß?ÖoÕ¸Ü8Ó©Ú�ÕFÛTÝ,ásÙtÙ1Ø�Ù
Òkò´Ó=Ú�Ú;ÕAá�ßhÔAÖ~ÙAÙFÓ=ëaáCñuÖoÜ�ázÙ¹Ô�ß;ðzÝ�á�ÙAÙFÓ=Ö8ÕAá	Ò¶ò�ð�Ý,Ü8ÓKÖoÕHÝ�Ö8Õ�Üoá�Ù¸ÔOÕFÛCÖ~Ù�Ú�ÛaÖoßhÔHÙ�Ù#Ø�Ö8ï/Ó=ßhÔFÙED

é F ÛCâ â á,ßuÔ¸á�Ù¹Ô6Ò¢ð�Þ¦Öoß?Öoá«Ü8Ó Ý�Ü~ÓKÙFÙAá]á,ãuÔFÕFÓCÖ¯ÔFáfÚ�ÓKÕ�Ø�ß Ý,Ü8ÓcÙOÙAÖ�Þ¦Ö8á�Ø?Õ¸á�ÔÎÝ�ÛCâ â á,ßuÔÎá�Ù1Ô 5 á�Ü Ü áÇÔOÕFÛCØ;ïað,á«ôÚ?ÓKÕ1ÔFÖoÕ
Ò¢á�Ù�Ûa×¢à¹á�ÔHÙ0ø�Ý�ÞZö�û¢ö ûCù0G

é H Ø;á,Üká�Ù¹Ô6Ü8á�Ý�ÕFÖ¯ÔFõ,ÕFá«Ò;á�îaØ�Ó=Ü8Ö�ÔFðQô Ø¢ÔFÖoÜ8Ö§Ù#ásÕ6Ú�ÛcØ;Õ�Ü½ò�ÓKÜoëcÛKÕFÖ�ÔFó;â á]ëcð�ß;ð,ÔAÖ~îaØ�á ø�Ý£Þ¹ö�û¢öÃüaù0G
é F ÛCâ â á,ßuÔ&Þ�ÓCÖoÕFá'ð�ïCÛaÜoØ;ásÕ
Ü8ásÙ�Ý�Ü8ÓcÙAÙOÖ�Þ¦Ö8á�Ø�ÕFÙ
Ú�ÛcØ;Õ�îaØ?áªÜ8á�Ù+Ú�ÛCß?Ò¢ðsÕFÓ=ÔAÖ8ÛKß?Ù+ÙAÛKÖ8á,ßuÔ+Ü8ásÙ
â á,Ö8ÜoÜ8á�Ø�ÕOázÙ
Ú¨ÛcÙtÙAÖo×;Ü á�Ù
ø�Ý£Þ¹ö¨û¢ö�ýuùIG

J K3L M(NPORQ	K 4 ÛCØ?Ù«ÔFÕFÓ�ï/Ó=Ö8Ü8ÜoÛcß?ÙfÚ?ÕAÖ8ß�Ý�Ö8Ú?ÓCÜoá�â á�ßhÔ2Ó�ïcásÝ©ÜÊòÃÓ=Ü8ëKÛcÕAÖoÔOó�â á S>5½â á�Ó�ß?Ù T èCèVU á�Ô F Ûc×XWªá�× TZY U ö	[�ásÙ
Ý�Ûhá,Þ¥Þ¦Ö8Ý�ÖoásßhÔtÙ Ù#Ø;ÕÜoázÙÓ=Ô1ÔOÕFÖ ×;Ø¢ÔFÙ ÙOá,ÕFÛKßhÔØ¢ÔFÖoÜ8Ö8ÙAð�ÙÚ¨ÛKØ;ÕÜoá Ý,Ó=Ü~Ý�Ø?Ü�Ò¢á Ü8Ó Ò¢Ö8Ù1ÔtÓCß?Ý�á ëCÜ8ÛK×?ÓCÜoá øÊÒ¢ð�Þ�Ö8ß;ÖoÔAÖ8ÛCß û¢ö è ù*ö

\-4^]_= 5Ì÷ 5¸û
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wyx{z0e0m�| c6e0u~}�rim�ftu�| u�a�c6u�rtm�a�m�h�c�a�h�z0a(�(m�a�c^�0ril��(udhVniu��vu�ntl����Cz0r�adc*| l�nij0�(�(m*���A�v��mq��m�f�n�m�����m�hVniz0l_mqe z(ntu�a�udfic6e;n
a�m�f�| ��| m�f����Ae��Il�ric6ntu���egf��

� �v� �¢¡��¤£��¦¥�¡ §&¨ª© «�� �ª¬�£�0¡�®A¯ °�±¦¥g²?0±ª¯0³ ´¶µ ·6¸d¹»º¼µP½¿¾kÀ�ÁÃÂ�ÄAÅkµPÂ�À À�½Æº¦ÇiÀ ·AÀqÈAÉ ÄAÅªÊ�À�º¦¹
o
À�º

o′
È(ºË¸ÌÂÍ¸�¹�µP½gº

n
¾kµPÎ

ÇiµPºÐÏ�ÇV¸�¹VºË¸ªÑ�ÈgÀ�¹ÒÀÓ¹Vº�·CÏ¢Ôk¸Ì½�¸ªÀ*Õ0µ6Ç�Ö

d(o, o′) = p1 × d1(o, o
′) + p2 × d2(o, o

′) + . . . + pn × dn(o, o′)

Ä6× Â�ÀV¹
di

¹�Ä6½�º�Â�ÀV¹�·P¸d¹VºÐµP½Ø¾iÀ�¹Ù¹VÈ(Ç�¾iÚgµ�¾�È(½�À ·AÀ�¹
n

¾kµÃÇ"µ�¾�ºÛÏ�ÇV¸�¹Vº¦¸¢ÑqÈgÀ�¹�Àqº�Â�ÀV¹
pi

¹qÄP½�º�Â�À�¹
n
Õ0Ä6½�·AÏqÇtµ6º¦¸¢ÄÃ½0¹�Ü
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nk

nk
∑

l=1

d(xk,l, gk)

d(xk,l, g)
> 1

1 − 1

nk

nk
∑

l=1

d(xk,l, gk)

d(xk,l, g)
� ¹Ó¸�½�ÄP½

µ��ÿÀk¾
nk

Â�À ½¿Ä�� Å�ÇiÀ ·�� ÄCÅ¤ÊqÀ�ºª¹ µiÕùÕ0µ6ÇÓº À�½�µ6½gº�� Â~µ ¾�Â�µP¹k¹�À
Ck � xk,l

Â�À
l
Î¼¸���� À Ï�Â�Ï�� À�½�º*·�À

Ck � gk

Â�À ¾kÀ�½�º¦ÇiÀ
·ùÀ*Á�Ç"µ���¸Ìº¼Ï�·AÀ

Ck

À�º
g
Â�À�¾kÀ�½�ºËÇ"À�·AÀêÁ6Çiµ���¸�º Ïy·P¸ Ô�Ô�Ï�ÇtÀ�½Æº�·CÀ

gk

Â�À�Õ¿ÂÍÈv¹�Õ�ÇtÄ�¾»Ú�À�·ùÀ
xk,l  ¾!� À�¹kº�·AÄÃ½ø¾1Â�À�¾kÀ�½�º¦ÇiÀ

·ùÀ^Á�Ç"µ���¸Ìº¼Ï ·�À�Â�µ ¾qÂ�µÿ¹k¹�ÀyÂ�µ>Õ¿Â Èv¹�Õ�Ç"Ä�¾kÚ0À ·AÀ�Â�µ ¾�Â�µP¹i¹�À
Ck " Ü

ú a~zgf
rk

m�f n$#�rkc6eg�&%v| mqu�a�a�m�z0rtmÙm�f�n�adc h�adc�fif÷mC� ô c h�adcAfif m
Ck

n"mqa�a�m('ùz�m
rk = m a x {ri}

m f�n-hkj0�ùu�ftu�mC�

Ý�Þ*) + è*î�ítä-,/. æ�çªè*é ìRí î�ï;ïvä ñkä÷ë�è-ó

w c6egf a�m h�cCf �(m�f | l�nij0�(�(m�f f÷z���m�r"�vu�f÷l�m�f0%*u�aym�f�n rim�a�cPniu��ùmq| mqe3n cAu�ftl �(m �(l��¤u~e0u�r a�c ';zgcAa�u�ntl �&x z0egm
h�a�cCftf"u���u�h�cPntu��Ae 1�u�a-ftz(����u�n �0m hq�A| �(n»mqr a�m�f ���/2�mqnif �0adcAhql�f �0c6eÆfyadc ���Ce0e0m h�a�cAfif m �0c6e�f a¦x{m�e�f"mq|y�0a�m �Rx cÃ�43
�grtm�eCniu�fific�#Am m�nyaËx m�egf m�|��0a�m �(m ntm f�n��65 c�u�fy�0c6eÆf�a~m hqcùf1e0�Ce f zg��m�rt�vudf l�%�u�a�e&x m�f ny�ø�Cfif u��0a�m �ðx z(n"u~a�u�ftm�r ';z0m
�0m�f h�riuöni}�rim�f�f nic6ntudf�niu7'3z0m�fyhq�A| | m a�c h��C| ��c�h�u�ntl �Rx zge0m hqa�cùftftm mqnyadc f÷l��gc6rkcÃ�gu�a�uönil mqe;n»rtm a�m�f�h�adc�fif"m�f�� w m
eg�A|��grtm�z(õ u~eg�(udh�m�f1�Ae;nycAu�egftu lqn"l �(lq�¤u�egu~f û98:%<;=%6>?% ü@��þË�BA¼a�m�õvu�f÷ntm cAzgftftu��(m�f�| l�nij0�(�(m�f��0a�zÆf�h��ù| �0a�m�õ(m�f��
ú�c�r�m�õ(m�| �Ia�mC%�h�m�r÷nkc6u~e0m�f1| lqn"jI�(�Im�f��(m �PcAa�ud�IcPniu��ùe h��Ae�f udf�nim�e;nED nim�f ntm�rya�c f�nkcÃ�0u�a�u�ntl �(m aËx{c�aF#ù��riu nij0| m �0m
h�a�cCftf"u���u�h�cPntu��Ae û�ü�%�üHG4%	üJI�þË� w m�nim�a�a�m�f*| l�nij0�(�(m�f>ft��e3n*z(niu�a�u�ftlqm f ���Cz0r^hkj0m�rihkjgm�r*a�m�f^�gc�ricA| }qntr»m�f��ù�(ntu�| c6z(õ
�0m�f�c6a7#��ùrtu�ntjg| m�fK%Xm�e ��cÃr"ntu�h�z0a�u�m�r�a�m�e0�ù|��0rim1�(mÙh�adcAfif m�f��

5 c�u�f*a�m f�| l�nij0�(�(m�f^h�adcAfif uL';z0m�fã�Im��PcÃa�u��0c6ntu��Ae f�x cA�0�0a�uM'3z0m�eCn>�(uö����udh�u�a~m�| mqe3nê�ø��zgr*e0�;fãh�adcAfif u��¤u~m�z0rkf-ft��l 3
h�u�c�a�udftl�fH%	hqcAry�Rx{z0eIm ��c6rtn�u�a�m�f�n u�| ���Cf»f u��0a�m �Rx{z(niu�a�u~f"mqr adc �(udf�nkcÃeghqm mqe3nirtm a�m�f h�adc�f»ftm�fH%�hkjgcAhqz0e0m z(ntu�a�udfic6e;n
zge0m�| l�nirtuL';z0m �(uö�Ì�¤l�rtm�e;ntm �¢a�m�f>�Æ�ùe��(l�rkcPniu��Cegf-l�nicAeCnE�(u��Ì�¤lqrim�e;ntm fN�*m�nE�Rx{c�z(n"rim���cÃr"nH%¿h���| | myhkjÆcC';z0myh�a�cCftf"m
m f�nÙu�e��(l��Æm�e��0c6e;nim �0m�fÙc6zIn"rim�fH%ðu�a���m�z(n(O cÿ�A�Au�r��(m�f��ù�/2�m�nkf^e��Ae h�a�cAfif u��¤u�l�fEm�n��(m�fEu�e;ntm�r»ftm�h�ntu��Ae mqe3ntrim a�m�f
h�a�cCftf"m�fH%(c6a��ArkfP'Czgm>a�m�f*h�adc�fif÷m�f�ft��e3n-h��C| �gc�h�ntm�f_mqnQ'3z0m1hkjgc�h�z0e �0m�f_ril�ftz0aönkcPnkf_m�f n*f�nkc6�0a~mA�

ô�mEhqrtu~nt}�rtmE�(mR'3zgcÃa�u�ntlÙ�(mEa¦x c6a7#��ùrtu�ntjg| m�#Al�e0l�n»uM'3z0m �����ùe�hVniu��ùe �0m^��u�ntegm�fifN���(�ùuön-�(l���m�eg�(rimE�0m adc ';zgc6a�uönil
�0m�a~c ril��Æc6rtn"u�ntu���e �ªh����Æ�(l���u�e0u�ntu��Ae �0�98=�S'3z0m��¤��ri| m�e;n*a�m�f-h�a�cCftf"m�f_�C�(ntm�evz0m�f��Ø�9m�hqr"u�nt}�rtm��(�Cuön*n"mqegu�r>h��A| �(nim
�0z ��c6rtn"u�ntu���ege0m�| m�e;n*�ù�(ntm�evz �ªhV���&�(�T80��ü���m�n^�(mya¦x{j0�ù| ��#Al�e0lqu�n"l��0m�f�nkc6u�a�a�m�f^�(m�f^h�adc�fif÷m�fQ';z0u	a�c h���| �ø�Cftm�e;n�ßhÓ���U�0�98g�T���V�
� �v� �¢¡��¤£��¦¥�¡ §&¨MV «XW ���?/�ÿ£��¢£��¦¥�¡�³ Y ½�ÀyÇtÏ¼Õ0µ6ÇVº¦¸ÌºË¸¢Ä ½ À�¹Óº�È(½ Àq½0¹�ÀK� ÅqÂ�À

P = {P1, . . . , Pm}
·CÀ

m
Õ0µ6ÇVº¦¸ªÀ�¹

·ùÀ ÂZ� À�½g¹qÀ�� Å�Â�À ·ùÀÓ¹
n

ÄAÅªÊ�À�º¦¹ ÄAÅ�¹qÀ�Ç[�PÏÓ¹
E = {o1, . . . , on}

Ü�´	À�¹ ¸�½Æº ÀqÇk¹�Àk¾�ºß¸¢ÄP½�¹ Àq½gºËÇtÀ Â�À�¹
Pi

½øÀ ¹qÄP½�º Õgµÿ¹
Ô�Ä6Çt¾kÏ\� À�½�º]��¸¢·CÀV¹�Àqº ⋃

1≤i≤m

Pi

½&� ÀÓ¹Vº&Õ0µP¹�Ô�Ä6Çt¾kÏ\� À�½�º�ÏËÁ;µPÂ^�
E
Ü

_a`Qb Ac3ed 3 �
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f g�hihijNkFlnm/hNoSp�q�mnjSr7g s�rtgCoNoikvuwkLsKg�hik7qCx f qyl/zX{\h|oSs�q�} pnrF{�~�{�o

���7����� � �B�n������� �B� �6�/�J���w�0���U�6�^��� �����
� q�mnoegJ�yqCx:o<f/�Ku�kFx4kUm4x s\jNkvhN�KjN{�f/{Q�=mng�rMkFh��Sf/{QoiqCjihi{��=m4{aoik4r��9{�xUo�{H}	l4r7{Sf/{0oesKr7g�oioi{Ho<qyl/h�{Hx�m4{Ho6uwq�ji} {Sm4x4{pngCjZhNk�hNkFq�x f/{Rr��9{Kx!oZ{0}	l4r7{	f/{�oSqCl/zX{KhNoa  sKr7g�oioikFu�kF{HjH¡4rLg �=mng�r7kFh��R{Ho�hQ} g�~/k7} g�rM{C¡4{Kh���m4{(s\{0rFr7{\¢£s�k�lUg�kLoioi{¤oZk¥f/{Hoq�l/z¦{�h|o�g�p4png�jihik7{�x:x4{�x=h�  g�mnsKm4x4{EsKr7g�oioi{	q�m   p:rFmnoik7{�m4j|o§s�r7gyo�oi{HoE¨�qyx p:g�jNr7{�j|g f&�9q�l/zX{�hNo

K
¢ s\rLgCoNoZkFu�kF��oap�q�m4jr7{Ho©qyl/zX{�h|oªgCp4p:gCjZh«{Kxng�x�hS 

K
s\rLg�o«oZ{�oN¬�=®<qym4jas�{Hr7gn¡=xnq�mno�gJ�yqCx:o]f&�¯g�l°qCj|f f/�Ku�kFx:k�m4x4{±�=mng�r7kFhi�²p!qym4jas|³ngy��mn{q�l/z¦{�h(¨´f?��uwk7x4k�hNkFq�x µ?·¶�¬¸

¹ ��º»���¥���0���U� �&�7¼ ½�� �6�4���w�H� �����´�4�H�w¾�� ¿ �¥� �!À�Á��=�JÂ Ã©Ä ÅCÆ�Ç|ÈÉÄnÈËÊªÌFÍ Î�ÏnÍ�ÌÐÈÉÊÑÆ	Ò�ÓKÌFÍ�Ê»ÈËÔ@Ó Õ Ï/Ä ÖC×�Ø�Ó\Ê
ok

ÅCÍ�Ä4ÙÏ/ÄÚÓRÒiÆ£Û4Í�Ò[Ê�ÈÉÊ»È�Ö�Ä
P

Û4Í�Ò	Ü

Qo (ok, P ) = 1 −
∣

∣Ca rd {Pi | ok ∈ Pi, Pi ∈ P} − 1
∣

∣

Ý k7xnoik�¡�oik<m4x q�l/z¦{�h
ok

g�p4png�j�hNkF{Hx=hÞ  m4x {Kh²m:x oi{Km4r<{Kx!oZ{0}	l4rM{ f4{
P

g�rMqCj|o
Qo (ok, P ) = 1

{�h
ok

{ßo¦hf/kFhEà�áZâ ÌFÍ�ÙNÙ[ÈãÇ|È�Æ ¡°oik7x4qCx
Qo (ok, P ) ≤ 0

� q�mnoPp°qCm4�yqCxnoPg�r7q�j|o©f/��uwk7x4k7jSr7g �=mng�rFkFh��Roim4jSr*�·{�xUo�{H}	l4r7{±f/{HoPq�l/z¦{�h|o±¨�f/�Ku�kFx4kFhik7q�x µ4Tä�¬[Uå��9{Ho�hSs�{Rs�jNk�hN�Kj«{�=m4{²x4qymno©m/hik7rMk7o�{KjNqCxnoPp°qCmnjS����g�r7m4{�jSxnqyo�s\rLg�o«oik�uwkLs�g�h�kMqCxnoH
¹ ��º»���¥���0���U� �&�Ëæ ½�� �6�4���w�H� �6� �ç�/�J�H���������B�6��� �����JÂ Ã]Ä ÅyÆ�Ç|ÈËÄUÈËÊQÌFÍ ÎKÏnÍ�ÌèÈËÊ-Æ ÅyÓ�Û4Í�Ò[Ê�ÈÉÊ»È´Ö�ÄUÄ�ÓKé ÓKÄnÊQÅ�êëÏ/Ä�ÓÒ�Æ-ÛnÍ�Ò[Ê»ÈÉÊ�È´Ö�Ä

P
Û4Í�ÒEÜ

QP (P ) = max

(

0,
1

n

n
∑

k=1

Qo (ok, P )

)

ì x �Cq�k�hQu�gCs\k7r7{K} {�x=h��=m4{
QP (P ) = 1

o�kí{�hÞoi{Km4r7{�} {0xyhÞoZk
P

{ßo¦hÞm4x4{(p!g�j�hikFhik7qCx f/{
E
Uîïx {�uÉu�{\h�¡�oik

P

{�oXhÞm4x4{ png�jihikFh�kMqCx�¡
Qo (ok, P ) = 1

p°qCm4j�hiqymno�rF{�o�q�l/z¦{�h|o
ok

¡ðf/q�xns n
∑

k=1

Qo (ok, P ) = n
{\h

QP (P ) = 1


ñ k
P

x��·{0oZhQpngyo©m4x4{(pUg�jih�kFhik7q�x�¡4k7r�{�~�kLoZhi{±m4x q�l/z¦{0s\h
ok

h«{Kr6�ymn{
Qo (ok, P ) < 1

¡nf4qCx:s n
∑

k=1

Qo (ok, P ) < n

{�h
QP (P ) < 1

/ò�{ópnrFmnoH¡4oik!hNqCm:o©r7{Ho]qyl/zX{\h|o]gCp?pngCjZhNkF{0x4x?{�x=h� 	p:rMm:oik7{�m4j|oPs�rLg�oNo�{�o�qym   g�mnsKm4x4{C¡/rtg o�qy} } {f/{�o��=mng�rMkvhN�HoPj«{KrLg�hNkF�y{0oP  s|³ng�s�m4x f?{0oSq�l/z¦{�h|oSoZ{0jNgEx4�Kô�g�hNkF�y{Þqym x�m4rMr7{C¡/{�hQf4q�xns
QP

oZ{0jNg x�m4r»ñ m4jQr��9{�~/{K} p4r7{(f/{RrLgEu�kFôym4ji{	µ4¡/hij«q�kLoSs�rLg�oNo�{HoPo�qyx�hQs|³4{Kj|s|³4�K{�o�nåc³:g��=m4{(s�rLg�oNo�kFuwk7{Km4j©p4jNq�p�qyo�{õm4x4{(s�rLg�oNo�{¨�uwkFô!:µ4¨�l°¬Z¬[!ö�g ��m:g�r7k�hN�
Qo

f4{(s|³ngC�=m4{Þq�l/zX{Kh�{HoZh�sHg�rLs\m4r7�K{ ¨wu�kFôUnµ4¨�f!¬Z¬]{Kx uwqCxUs[hik7qCx f/m x4q�}	l4jN{Þf4{(s�rtgCoNoZ{ßo�=m4k6q�x�h�{K~�h�j|g�kFhÞs|³ngys�m4x f4{Ho�qCl/z¦{�hNo ¨Ëuwk7ôn�µ?¨*sH¬Z¬��îex m/hNkFr7kto�g�x�hÞrMg f/�\u�kMx4kFh�kMqCx µ/÷ä/¡!qCx q�l/hik7{Kx�hõm4x4{E�=mngCrFkFhi�f/{²p:gCjZh«k�hNkFqyx4x4{H} {0x=hP�0ôygCrF{R 
9

16
= 0, 5 6 2 5

p�q�m4j�rtg ji�0p:g�jih�kFhik7q�x p4jNqCp°q�oi��{�åc{Kp�{Kx!f?g�x�h oZk�r»�9q�x xí�øm/hNkMrMkLoZ{ �=m4{ s�{ s�jNkFhi��jN{ f/{ �ym!g�r7k�hN�C¡ùk7r�{HoZh p°q�oNoikFl4r7{ �ym��øm4xn{ sKr7gyo�oi{ {Kx4ô�rFqyl!{ rtg�=mng�oZk ¢ hNq�h|g�r7k�hN� f/{0o qyl/zX{\h|o {�h �=m4{ r7{ jN�0oim4rFhNg�h uwqCjN} { m4x4{ png�j�hNk�hNkFqyx pngCjZu�gCk�hN{C¡ª} gCk7o o��K} g�x�hNk7�=m4{H} {0x=hk7xns�qy³4�KjN{�x=hN{C � q�mnoÞgJ��q�xnoH¡nf/q�x!s�¡�g�jNl4k�hNjNgCkFjN{K} {Hx�hÞf/�HsKk7f/� �=m4{úrM{0oÞs\rLgCoNoZ{�oaq�l/hi{Hx�mn{HoÞf/q�k7�C{Hx�hQhiqCm?h�{HoÞûKh�jN{f/{Þh|g�kMrFr7{0oSs�q�} png�j|g�lnrF{�o�
���7���t� � �B�n������� ��ü7ýB��� ��þU�ÿ�^�����H�

� q�mnoagJ�yqCxnoSf/�Ku�kFxnkBs�{(o�{HsKqCxnf sKjikFh��Hji{±p°qCm4j§��mn{RrF{�oQs�rLg�o«oi{Ho©q�l4hi{�x�m4{�oao�q�k7{�x=haf/{±hNg�kFr7r7{Ho$sKqC} png�j|g�l:rF{ßo{�hõgCkFxnoik6�K��k�hN{�j²�=m��ømnx?{ s�r7gyoio�{EsKqCx=hik7{�x:x4{�x=h�mnx4{	hNjiq�p ôCj|g�x!f/{	pngCjZhNkF{ f/{HoÞq�l/z¦{�h|oK��-r<x4q�mnoÞg oZ{H}úl?r7�úp?r7mnop�{Kjih�k7x?{�x=haf/{¤f/�Ku�kFx:kFj§sK{±s\jNk�h«�KjN{Þ{Hx m/hik7rFkLoNg�x=hSm4x4kL�ymn{�} {�x=har7{0oPqCl4z¦{�hNo�� ¢ s\rLgCoNoZkFuwkF�ßoK
¹ ��º»���¥���0���U� �&��� ½�� À&Áß�=�	� ��
���*��������ºÑ�����@Â ÃPÄ Å�Æ*Ç|ÈÉÄnÈÉÊ

Ec l (P ) ⊆ E � ÌZê ÓKÄ4Ù�ÓKé ×KÌFÓ ÅCÓ�Ù ÖC×�Ø�ÓKÊ´Ù à áZâ ÌFÍJÙ|Ù[ÈãÇ|È�Æ[ÙÅ�Í@Ä4Ù$Ï/Ä�ÓaÒNÆÑÛnÍ�Ò¸Ê»ÈËÊ�È�Ö�Ä
P � â êãÓ�Ù[Ê á Õ á Å�ÈËÒiÓÞÌ7Ó¸Ù�Ö�×wØ�ÓKÊ�Ù²Î�Ï/ÈBÖ�ÄnÊùÆ�Ê-Æ�Ê�Ò«Ö@Ï?Ô@Æ[Ù<Û:Í�ÒaÏ/Ä Ó�ÊçÏ/Ä Ù\Ó�Ï/Ì â ÌFÍ�ÙNÙ[ÈãÇ|È�Ó�Ï/Ò � ÛnÍ�ÒõÜ

Ec l (P ) =
{

ok ∈ E | Qo (ok, P ) = 1
}

� ÓÞÛ°Ì�Ï�Ù � Ä�Ö�Ï�Ù ÅyÆ´Ç|ÈÉÄ!ÈtÙ|Ù�Ö�Ä4Ù
nb j

â Ö�é é Ó ÌFÓ Ä�Ö�é ×\Ò«Ó Å�êãÖ�×wØKÓ�Ê�Ù à á�â Ì7ÍJÙ|Ù[ÈãÇ|È�Æ[Ù Å�Í�Ä4Ù â� ÍyÎ�ÏnÓ â ÌFÍ�Ù|Ù�Ó Å�Ó
PÛ:Í�Ò	Ü

nb j = Ca rd
{

ok | ok ∈ Pj ∩ Ec l (P )
}

�a��� � ¢ïî ¢ªµ
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��������� �!#"%$'&�(%����)*��+ �-,/.

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

021'3547698;:=<>8;?�@=AB8
C 8 C=D :=:=EF8;<

0G@�3IHJEF<LK=ANML1 M C 8PORQS1T*K=8UO;AV1<L<LWNXGWY8;K=Z[0GAV1\O;AV1<L<L8[M>Z D K^]_E;8`8F<>MI8;:a: D WBZR3

1 1 2 1

1 2 3 1

1 1 2 1

0 1 1 2

0bO-3c4/8d: D ?\@=Ze8
C 8IOfAV1<><L8;<hg D K=Z
ORQS1TiK=8 D @kje8lM

1 1 0 1

1 0 -1 1

1 1 0 1

0 1 1 0

0 C 3 4m1 T�K=1 n
ABWNM>E Zo8FAV1pM>Wq]'8 r
ORQ=1T�K=8 D @^je8lM

sctvuxwzy|{ } �~�b�i�#�J��$|��� �����~�G.G&�"��#$a����+-&-.G&�.2���#�#$	� $*��&

� �/�R�����v�	�>��� �J��� �;� �7� �7���/�����e�	� ���2�5��� � �¢¡[£��=���e�	�>���P¤ ¥\¦ §¢¨e©ª«¦�ª¬¯®±°³²�´Sµ ´-¶�¨*¦�¨*ª¬R¨ §J°¸·�¦º¹ »-¨l¼¾½S»¿¬Lª¬>ªe´�¦
¼¾½S»ÁÀ

QH (P ) =

m
∏

j=1

nbj

(

Ca r d(Ecl)
m

)m

} $	��$	���#�Â��&kÃ[�i$ �i+-.G&-Ä	+�$ $	�±&Á&-+ ��� +-$^�F& +-.��¿& .ÆÅÇ$i&ÉÈ#.��Â.��±$ �G$k�Ê+ "	���#�G& �Â& ��Ë[Ì�� � �SÍ�.G� .��-��&-.b�~� �7$i+ � $_& È#.G$��
���JÎÏ�#�#$ �'����� �f$ �JÎÐ$	�#Ñ��2��È7$ ���Ò�Ê��� ���¾�¢�±.GÓL&��Â&���b.Æ& " ��$	� ���Ò�#�#"i$k�*Ë�ÔP��+ �_����& +�$ÒÃI.b�`�7$i��& $i��Ñ~$i�Õ��+-$�+Ê�#��$ ��"*Ó
Ñ¢+ �Ò�#�S& .G�¢� ��$	�É+-"k�f���Æ&�S& �Ê�Õ�¢�#+ �G$k�Ò��$i���#� ��"k�±"k���#.G�2.bÈ#+-$ $*��&�+ $ �b$	�Á& �~.G�b�G$k�Ê��$k�É�*�b�¢�-�-$	�Á$	�±&É�#"k�'$k��� �Â.b+-$ �~�
�������Ö�b$Ê�	���Ö�¢× �#�#$Ø�7$'& .Æ& $É�'����� �-$Ø���~.G&¯Ù'& +-$Ú� .��f$Ê$*� "*Ûm.���$i�Õ�'$�ËÕÜl�JÅe������+� �������Ê��"_Åv.b�#.2+¯�#� ����&-+ $��'+ .Æ& Äi+ $
��$*+ � $'&-& ����&kÃ#����+Ö$iÍ�$*� �#�b$~Ã#��$Ø�*���¾��$*+ Û�$	+\�LÎÝ!���� �~Ñ¢"*�#"�.Æ& "|��$���&��.b�G�b$	�Ç�#$��Ö�'����� �-$��	Ã/&-���#&Ç$i� ���	�'$*�#& ����&Þ��$k�
��$'& .Æ& $	�Ç�i�b�Ò���-$	�Úß¯�Õ$�+±& .G��$*��&-$k�UàºË�á �#��&-+ $d�=Û/.��*Ã#�i$|�'+ .Æ& Äi+ $%�#"i�7$i�¾��+� ��� ���~� ��.G��$Ú�hÎN�Â���#�G.��*��&-.b���JË
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Qt (P ) = pP QP (P ) + pHQH (P )
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pH = 0, 4 5
WYXKZ [ \:]:^B_�`�a�]Eb cedgf h(^�ijf�f�a�kMaldm_en�f

o ��� þ#ù.�� ú�p*ù.� ÷Âþ#þ�ù-ÿ
��)�� �*ÿ��¾ý�ú2ýføB�	ùp÷~úÆø q ü�ø�úr�Gú�ýB�iù ü�� ú��Õö�ú�s/ú�ö�ü þ7ÿ�ü#ù ù.�iþ�ù.-�ýB����øB�	ù ü�� �&��ýt� Êû��r� ö
�
���2÷¢ý-ý-ú��åú��*ü�ù&u<��� ��)�ù-ÿ� ÿ�ý±ÿ� �Áù.�*þ#ù.-�ýB�$��ø ÷,��øv���iø|ú���ö#ú�s/ú�ö�ü ýw�	ù ÷�úÆø|÷��bÿ�ùýQ�'ÿ��ÕýfúGø-ü�- ö
� �J'*�&��ýB��Êû���� ö
��ý%þ�ÿ~ú�ö#ý
ý-ü#ù:��)�÷��'ü�� ö���ý ÷�øfø ù-úbû#ü�øýUþ7ÿ�ü#ù:��)Õ÷��_ü����¯ö
�ký:����÷~ý ýx�	ý&y�z ÷�ú�ýj�#ÿ¢ü¾ýU�{'Ý÷�sÒÿ���ý[þ�÷ÒýUù|�_ø.���/ü �"�'ø-øB�} -iøB)#ÿ�ö
�}�*÷�ù
���~�#ÿ,Éû#ùB�êö
�Y+�p$���kýPýfü#ùU��)Õ÷���ü��~��)�ù�ÿ� ÿÒý�ÿ, �E�ký;ø[ø ùBpký ú� þ7ÿ�ù-ø ÷���øj�'øUú��
�É÷dö�ÿ�����û��k÷�ü��*ÿ�ü#þ ö��Öù úbý.��ü��	ý ö
�
ù.��ý±øB��ù�û��2ÿ
�¢ü�-�ö�÷���ýUü��  ÷L��ú�Éü� �Gÿ
�	÷��Jy��Çÿ¢ü�ýxþ��&��ý±ÿ���ý��¢ü{'Ðúr���ký;ø�þ��bü�ým	Fü�ö�ú��_ú��iü
� ö
�ìö�ú�s/ú�ýt�	ùE���¯þ�ù-ÿ¢û���p  �
�iøÖö����e÷�úbùB�Q-�sÒÿ��bü��*ùêö
�kýÖÿ�û�	l�'ø ýcþ��Gü�ýÖý-ú� þ����ký�y

�Çÿ¢ü�ý�÷�s�ÿ,��ýUö�ÿ����êþ#ù.-"��-*ù.-Þü����ì÷�ü�ø-ù.�¯÷�þ¾þ#ù�ÿ
��)���u���ü��e�¾ÿ�ü�ýE-_ø ü�ö�ú��*ùpÿ,��ý�ú��*ú�þ��bü¾ýE��� ö�-_ø ÷�ú��Jy��E)¾÷���ü��Þúr�
�
ö�ú�s/úbö#ü ùB�	þ#ùB-kýw�&��øx�Öü�� ���b÷Òý-ý�ú��åú��iü¾ù y o � ��)#ù ÿ, ÿÒý�ÿ, ���	ý±ø��iÿ,��ý±ø�úGø-ü�-�ö
�	ýU�iÿ��"�%�åú��'ú��$��ø ý

pi ∈ [0, 1]
ýfü¾ù:��)�÷���ü��

�	÷�ù÷��¿ø.-*ù úbýfø-ú���ü�� þ7ÿ�ü�ù ��� �$�b÷¢ý-ý-ú��vú��*ü�ù ��ü�'Ýú��ÇùB�	þ#ù.-�ýB�$��øB��y��{� û#ü�ø -&s�ú�ö
�&�¢ø �^ýFø ö
� ��÷~úGù.� -�sÒÿ��bü��*ù þ��bü¾ý�ú��	ü#ù ý
ú���ö�ú�s/úbö�üÕý}� � �*ÿ����b÷~û�ÿÒù ÷�ø-úbÿ�� ÷H�vú�� �Òü������	ý��"��÷�ý ýB�	ýÞÿÒû�øB� �/ü��	ýìþ�÷~ù�ü�� ���Õýw�&Êû���� ö�'Ðú��¾ö�ú�s/úbö�ü�ý��åÿ¢ùB �&�¢ø%ü����
û�ÿ,�������$�b÷Òý�ý-ú��åú��	÷Sø�ú2ÿ�� ö
���J'�� ��ýt�&Êû����Øö
�kýÖö�ÿ����8-��	ý y
� �����L� � ���&������� � ����¡��V¢¤£m�&¥T��¦ § �Çÿ�üÕý�þ�ù-ÿ¢þÕÿ�ýfÿ���ý¯ö�ÿ��8�Êö�'Ðü�ø ú��bú�ýt��ùìþ8�Gü�ý-ú��iü#ùpý þ7ÿ�þ¾ü��b÷�ø-úbÿ��¾ý uºü���� þ¾÷�ù
���2÷¢ý-ýB�¨��)��iù���)�-&��y � �	ý ù.-*þ�÷�ù-ø-úGø-úbÿ��¾ý ýB���*ÿ���ý±ø-ù ü#úbù-ÿ��ÒøU� � þ#ù.����÷,�¢øxü�� �"��÷�ý ý±ú��vú��*ü#ù\ö
����)¾÷��Òü��Çþ�ÿÒþ#ü���÷Sø úGÿ���y � ÷
 -'ø.)#ÿ�ö
�©�'ÿ���ý±ú�ý±øx�|÷��bÿ~ùý~qª�e÷�úGù.��-$s¢ÿ,�bü��*ùêþ��bü¾ý�ú��	ü#ùýcþ�ÿÒþ#ü���÷Sø-úbÿ,��ýY��� �_ÿ�����÷Âû�ÿ~ù÷Sø�ú2ÿ��{y

�E)¾÷��Òü�� þ�ÿ~þ#ü���÷Sø úGÿ�� -$s¢ÿ��2ü�� ö�÷���ýÉü�� �&�«s�úbù ÿ,�����  ����ø���ü#úêö
-*þV�$��ö ö
�^ýÉ÷~ü�ø-ù|�	ýÉþÕÿ¢þ#ü���÷Sø úGÿ���ýG�*ø ��ü#ú
ö�ÿ��8� -�sÒÿ��bü��*ù÷ ÷�ü¾ýpý±úJy�¬ª'Ýÿ,{uIýfú ü���� þ7ÿ�þ#ü���÷Sø úGÿ�� ý$'®�	ýfø�÷�ö�÷�þ�øB- q ý-ÿ,� ����s/úGù ÿ������$ �$��ø©q ü���� +�-$��-	ùp÷Âø�ú2ÿ��
g
u����$�bü#ú � �'ú�þS�iü�ø���)¾÷���+��iù�q �b÷ +,-��8-iù÷Sø-úbÿ,�

g + 1
�'ø�ú��[ýw�	ù ÷ þS�iü#ø �/¯ ø�ù.�G��-°���ký-ý ÷�úbùB�Éö
�Øù.�&�'ÿ�  �&���"��ù��J'Ý÷~þ �

þ#ù.����ø úbý ý-÷�+���y
�}'®�	ý±ø¨�"�±��ü����T'Ïÿ�� ÷�þ#þS���r���@�J'®�"�%�²�'ø�³}´��^ö µ�ü��$��� ¶Ou��&� ù.-��²-�ùB�&�����%÷�ü þ��	ù ý-ÿ����¾÷�+���ö('¸· 0¸IK�����¹4
>8�Lº�1@9��M1}» �$?M����I�0%0�� ��ü#úJu~û#ú���� �Òü{'*�&�������'ÿÒü#ù-ø¼	Fü�ýB��ü�'½q©� � ¯ ø-ù.�¨�$��ø|-$�/ü�-&��u�ù.�	ý±øx�cø ÿ�üL	Fÿ¢ü#ùý�÷Âü  ¯  �}���¾ö�ù ÿ�úGø&y
¾�¿�À{Á(Â
ÃmÄ{À �'ø}Å À{¿�¾�ÆjÇ½È�É �iø}Ê Ã{Á(Â�Ë{Æ²Ì�Ç�Í ÎLÉ ÿ���øÏ-_ø ü�ö�ú�-±�T'Ð-�sÒÿ��bü�ø-úbÿ�� q þ�ÿÒþ#ü���÷Sø-úbÿ,��ý~Êü��Gø-úbþ��r��ý&u� ÷Âú�ýÖö#÷���ý
��� �	÷�ýdö('Ïü���� ú��Òø.�iù÷,�'ø-úbÿ�� þ�ùB-kö#÷Sø.�iü#ùB�Lþ�ù-ÿÒú���uÕÿ� ö
�	ü
� þ7ÿ�þ#ü���÷Sø úGÿ���ý%ýfÿ���ø@� � �*ÿ� þ�-iø-úGø-úbÿ�� �_ø±�#ÿ�� �$� �'ÿ����
��÷�û7ÿ�ù÷Sø úGÿ���y{Ê À{ÑOÑOÂ�Á �*ø�Ò Â ÓVÀ{ÄÕÔ ÿ���øÖ-_ø ü�ö�ú�- �2÷ �iÿ�-$s�ÿ��Gü#ø-úbÿ�� �_ÿmÿ~þV-*ù÷Sø ú�s�� Ç�Í$×�É ÿ, þ��bü�ý-ú��	ü#ùý �M1J>�Ø��.��1�iÿ,)�÷�û�ú ø.�$��øÇö#÷¹��ýcü�� ;.��6L1�º�1M!ÙØ�» � �iøÇÿ, ��)�÷���ü��Q�^ý±þSp �$�ìÿ
�&�'ü#þS�Úü���� 7�I¤��Ú�� ö
�N�$�'øe-&�iÿÒýB��ýFø.p� ��y

�Çÿ�ø-ù.�  -_øx)¾ÿmö�� �	ýfø ö�ÿ��8� û�÷Òýw-&� ý±ü#ù ��� øl�/þV� ö¼'q÷�þ#þ#ù.�$��ø úbý ý-÷,+�� þ�÷~ù �_ÿ«-$s¢ÿ,�bü�ø-úbÿ��{u¯÷Âþ#þ��Gú���ü�- q ��÷
���2÷¢ý-ý-ú��åú��*÷�ø-úbÿ���y
�`ÿ,  �}�&�����@�	ý±ø��#ÿ�� ý-ü#þ���ùBs/ú�ýt-&��u#�b÷��#ú���)�� ÛK�¹'®��ý±øt�ÜqL�lö�úbùB���b÷ �"��÷�ý ýt��ÝUö
����)¾÷��Òü��¯þ�ÿ~þ#ü���÷Sø úGÿ��
��'®�	ýføÖþ�÷~ýÏ�*ÿ����/ü��|÷ þ#ù úGÿ¢ù-úJu
 ÷�ú�ýÖýw�	ù ÷ ö
-°�'ÿ�ü8s��*ù�øB�Q� � �vÿ����¿ø úGÿ�� ö��	ýêö�ÿ�����-$�kýÏ��ü�'Ðú��Jù.�	ýføB�©q ³Çÿ
� �_ü#þV�*ù:¶Oy

�E�*þV�$��ö�÷���ø&uUø-ù ÿ�ü�s��iù ���  �	ú������*ü#ù ����ýB�$Éû���� ö�� ����÷~ý ýfú��åú���ü�ùý ��� -_ø ü�ö�ú�÷���ø ø�ÿÒü�øB�^ý ���	ý �*ÿ�Êû�ú���÷~úbý-ÿ���ý
þ�ÿÒý ýfú2û�����ý �iÿ, þ7ÿ�ù-ø ÷���ø ü�� ���b÷Òý�ý-ú��åú���ü�ù ö
� ��)�÷,��ü�� þ�ÿ~þ#ü���÷Sø úGÿ�� þ�ÿ�ýt� ü�� þ�ùpÿ~û���p$ � ú� þ7ÿ�ù-ø ÷���ø&y�Þ�ú��J'Ðÿ��
��)��	ù.��)��

m
����÷~ý ýw�kýU÷�s��°�

p
ú���ö#ú�s/ú�ö�ü�ý\ö#÷¹��ý:��)�÷,��ü��Öþ7ÿ�þ#ü��2÷�ø-úbÿ���u�÷��bÿ�ùpý

m×p
�"��÷�ý ý±ú��vúr��÷Sø úGÿ���ýj�'ø

pm
�*÷����*ü��bý

ö
� ��ü�÷,�2úGøB- ý�ÿ,��ø �������°�¿ø-ü�-	ý q ��)�÷��Òü�� +�-���-	ù ÷�ø-úbÿ���yj��� ø.�$ þ�ý ö�� �	÷����_ü���ö
��s/ú��$��ø ùB-^ö
)#ú2û#úÆøpÿ~úbùB� þ�ÿ~ü#ù ü8�
�#ÿ�Êû#ù.�ìú� þ�ÿ~ù�ø ÷¹��øÇö
��ö�ÿ�����-&�	ý y

ß �vú�� ö�'Ý÷����"- ��-	ùB��ùe�J'*-&s=÷��GüÕ÷Sø�ú2ÿ�� ö��Ö��÷ ��ü�÷¹�búGøx-Éö���ý��$�b÷¢ý-ý-ú��vú��	ü#ù ý&u���ÿ~ü�ý�þ#ù ÿ�þ7ÿÒý�ÿ,��ýÇö��Éö
-��åú��#úbù@�b÷ ��ü�÷��GúGøB-
ö('Ýü�� ú��¾ö�ú�s�ú�ö�ü þ�÷~ù\ù÷�þ�þÕÿ¢ù±øeq ü�� �$��ýB��Éû����%ö��ÚùB-$��-*ù.���8��� Û>ö
-��åú��#úGø-úbÿ,� à
y½á�Ý�y
â ��ãJ¥T¦m¥¤� ¥T��¦ ä(å�æ ç�è@¦gé°�«� êë¢K� �g� ����ã/�#�L��¦�ì���í R 6L4
? 4
7O� î�;"7<;"?.�L!JI¤6L7

g
9�6L7�7V;�� ï

g 6= 1 ð � 6L7 9�;¤F�I�7�I%!
0wAC�$7�1��$» ñ�0��©9��Q?B;òF";�?B��7S���©��6L» » �v0r�v» ��I�0%0��$4
?��$7�1��$» ñ$0��±9��N�"0���1�1MICF�I¤��4
?�1@!T?B6�4
��;©��4 ��6L4
?�1}9��M1Ïî�;�7S;�?B��!TI¤6�7�1
>O?B;��.;�9��"7�!/�"1 � I%0m�=1M!E7S6L!Ü;

M (g) =
{

M1(g), . . . , Mi(g), . . . , Mm(g)
}

6�ó Mi(g) ��1M!:1ò>�;.��I¤�L0�I�1�; 9��L7�1±0�� i ô Ø"» �ª�$0��L1.1�� � ��AC�M1M! ô P ô 9LI%?.� ��>,>��L?M!Ù��7O�L7�!YP 0�� i ô Ø$» ��>�6�>S4
0���!TIK6¹7 5
M (g + 1) ��1M!E6,ñ�!/�$7�4 �$7 >S?B��7S��7�!U0�� » ��I�0%0��$4
?x�ª?B;/>��L?=!JI%!JI¤6L7 >�6�1�1=IKñ"0���P}>��L?M!JI�?G9���1 Mi(g) �$!�9�4 » �$I%0�0���4
?
��0���1�1=IõF�I¤�$4
?�9�� �.Ú��,3�4��e>�6�>S4
0���!TI¤6�7 9��N0�� î#;�7O;"?x�¹!òI¤6�7 g 5

ö � þ���ü�ø¯÷��2ÿ�ùýcö�ÿ������*ùêü����Úö
-$�vú��¾ú ø úGÿ�� ö��©�b÷ ��ü�÷��búGøB-|ö¼'Ïü�� ����÷�ý ý±ú��vú��	ü#ù©Û�ö
-$�vú��¾ú ø úGÿ�� à
y Í ÷ Ý�ú����bü�ý±ø-ù.-��dþ¾÷�ù
��÷��åú�+¢ü#ùB� Î y
â ��ãJ¥T¦m¥¤� ¥T��¦ ä(åòø�ù çBú £gû�¢¤¥��°� �:��£g¦ ì�¢¤û�é°é°¥¤ã/¥K��£g��í ü 7 9,;TF�I%7�I�!�0��G3�48�L0ýI�!Ü;�9{Aþ4
7 ��0���1�1MICF�I¤��4
? Clik � 1T>�;���I¤��0¸I�1$;9��H7�1 0��

i ô Ø�» � ��0���1�1$� � ��7 ���¹0���4
0��L7�! 0�� 3�48��0¸I%!Ü; 9�� 0�� ?.;/>��L?M!JI�!TI¤6�7 6,ñ�!Ü�"7�4�� ��7 ?x�$»e><0��¹ÿ��L7�! 0��
i ô Ø�» �

��0���1�1=IõF�I¤�$4
?�9��
M (g) >��¹?

Clik 5 · I%781�I � Q
(

Clik
)

= Qt

(

P i
k

) � 6Ló
´e����� ��� ��à



109

���
	����������������	�����	�����! 

P i
k =

{

M1(g), . . . , Clk, . . . , Mm(g)
}
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� ��M�k�9��������� �M�  ¡£¢D�¥¤v�{�§¦k¨ ��©ª�M«¬��©.�� E��®©
Ýn¯°�±³²E²1´%µ
¶T±W·¸µ0¹$¯ ºEµ%°§¯ ¶T¹$¯E¯�»E°:¼E°½´¾±K¿¸°�¶7ÀE°.¿7¶7ÀE°Á¼^°Â¿®Ã°.Ä2´%°ÆÅÇ¼ÉÈÊ±$Å'Å¸¹�¶.µË±W·¸µ0¹$¯�°§ÅR·4Ì³´0°½²1¿¸¹2ºE´�Ã°.Í °

¼^° ´ È ± ¯ ±$´%Î Å¸° ¼^» ² ± ¯Eµ0°T¿ ¼^° ´0± Í Ï°®¯ ± Ä Ã°.¿'°§Ì ÐM»Eµ*¶T¹$¯aÅdµ0Å�·¸° Ã± µ0¼^°®¯M·¸µ%Ñ1°T¿ ¼^°®Å ¿¸° ´0± ·dµË¹$¯1Å °®¯M·¸¿'°
²E¿'¹^¼^»Eµ%·'ÅÒÐM»Eµ>·d°T¯¥¼^°T¯t· Ã± Ó°�·'¿d° ±�¶7À°U· Ï°§Å*°.¯1Å¸°TÍ�ºE´0°$Ô5ÕÕÈP»E¯ ¼^°�ÅÖµ%¯M· Ï°.¿§Ó°�·7ÅÖ¼^° ´0± Í Ï°T·dÀE¹^¼^° °®Å�·Ò´
±
¶ ´0± ¿�·EÏ°K¼E°§ÅÂ¿EÏ°®Å¸» ´ · ± ·'Å�²¿d¹^¼^»aµ×·7ÅTÔ

Ð3¹2µ;·>»1¯ °T¯1Å¸°.Í�º ´ °�¼E°ÙØ~°T¯E¿'°TÄ�µ0Å�·¸¿H°TÍ °T¯t·7ÅÂÚ�¶U¹2Í ²¥¹MÅ^Ï°�ÅÛ¼ÉÈPµ%·¸°§Í Å�Ü�¹�» ± ·�·H¿¸µ0º»·HÅHÝ9°.· | µ%·d°TÍ Å
¼^µ¾ÅR·¸µ0¯1¶x·7Å®Ú�Þ ßMÝ�à1´
± ¿¸°�¶7ÀE°T¿7¶7ÀE°~¼^°Ò¿�Ã°§Ä$´0°§Åá¼ÉÈâ±$Å'Å�¹^¶.µ0±³·dµ0¹ã¯ ¶U¹ã¯¥Å�µ
Å�·'° Ã± ²E¿'¹�¼E»Eµ%¿'°Ò¼^°�Å:¿®Ã°.Ä2´%°ÆÅ�°®¯M·¸¿'°
¶T°®ÅÂµ%·¸°§Í Å®àD¼E°ÒÍ ±W¯Eµ�Ã°.¿'° Ã± ²E¿ Ï°§¼^µ0¿'°K´�Èä¹�¶§¶U»E¿'¿'°T¯1¶.°å¼¬Èä±$»^·¸¿'°§Åáµ%·¸°§Í ÅTÔsÝ:¯ ¿§Ã°TÄ�´%°å¼æÈâ±$Å'Å�¹^¶Uµ
±ç·Hµ%¹2¯ °�Å�·
¼^¹2¯1¶*»E¯E°nµËÍ ² ´ µ0¶ ± ·¸µ0¹$¯ ¼^° ´Ë±éè ¹$¿'Í °Kê ë ì í à�¹ Ã» î °T·�ï Å¸¹$¯M·½¼^°�Å4°§¯1Å¸°.Íªº ´ °�Å½¼¬ÈPµ%·¸°§Í ÅÁ¼^°\Ï
°T·½¹¬Ã» î ð ïéñ ò óôÔõÚ{î °®Å�·�´
±ª¶T¹$¯1¼Eµ;·'µ%¹2¯ ¼^°n´¾±é¿�Ã°§Ä$´Ë°$övï °®Å�·�´¾±÷¶T¹$¯a¶.´%»1Å¸µ0¹ã¯ ¹$» ¶�¹$¯¥Å Ï°�ÐM»E°.¯a¶.°�ÝUÔ
Ón¹ã»1Å:±$²E²�°.´0´%°§¿¸¹�¯aÅ½ø Ü µ%·d°TÍ Å¸°U·:»E¯ °§¯1Å�°§Í÷º´0°~¼^°Ùø µ%·¸°§Í Å§Ô

Õù° ¯E¹2ÍªºE¿'° ¼^° ¿ Ã°§Ä ´ °§ÅÒ¼¬È ± ÅdÅ¸¹^¶Uµ ± ·¸µ0¹$¯ °�Å�· ú ûýü þWÿ��ôÔ7Õ ± ¶�¹�Í ² ´ °���µ%·EÏ° ¼^° ·'¿ ± µ;·'°TÍ °.¯M·ª°�Å�·
ú û��æü þ ÿ �vÔ5Î ±W¯1ÅÙ´�Èäµ0¼ Ï°T° ¼^° ¿ Ï°®¼^»Eµ0¿'° ¶T°U·�·'° ¶�¹�Í ²a´%°���µ%· Ï°$àÉ¼^°§ÅÖÍ °ÆÅ�»E¿'°§Å~Å�·'±W·¸µ
Å�·'µ0ÐM»E°�ÅÙÅR¹2¯t·Ù±�Å Ü
Å¸¹^¶Uµ Ï°.°�Å ±W» ·'¿'±$µ;·'°.Í °.¯M· ²�¹$»a¿ ¿ Ï°®¼E»Eµ%¿'° ´
± ·'±$µ%´0´%° ¼^° ´�Èä°§Å¸²1±$¶T° ¼^° ¿'°®¶7Àa°.¿7¶7ÀE°ãà>°®¯ ²1±$¿�·'µ0¶.»´%µ0°.¿
´ °�Å¸»E²E²�¹$¿¸· Ú�¯E¹$Í�ºE¿¸° ¼ÉÈä°T¯E¿'°.Ä2µ0Å�·¸¿H°TÍ °T¯t·7Ån¶�¹�¯M·¸°.¯ ± ¯M·*¶7À ± Ð2»1°Òµ;·'°.Í Ý@Ô
Õ ± ¿'°®¶7ÀE°§¿'¶7ÀE°Ò¼E°�¿ Ã°.Ä ´ °�Å
¼ÉÈâ±$Å'Å¸¹3¶Tµ0±W·¸µ0¹ã¯ °®Å�· ±$´%¹2¿HÅ ´0µ0Í µ%· Ï°T° ±ã»�� ¿§Ã°TÄ�´%°�Å ¼^° Å¸»E²E²�¹$¿¸·'Å °U· ¶.¹ã¯^Ñ ¼^°T¯1¶T°®Å Å�»E² Ï°T¿'µ%°®»E¿HÅ ±W»��
Å¸°T»Eµ0´
ÅÙÑ�� Ï°�ÅÖ²1±³¿é´�È »·¸µ0´%µ¾Å'±v·d°§»E¿�Ô`Õ�± ¿'°®¶7À1°T¿7¶7ÀE° ¼^°®Åªµ;·'°.Í ÅR°T·'Å�¼^° Å¸»E²E²�¹$¿¸·�Å�»�	 Å'±W¯M· Ú�µ×·'°TÍ Å�°.·'Å
è ¿EÏ°®ÐM»E°§¯t·'Å§à Ã± ² ± ¿d·¸µ0¿ ¼^°®Å'ÐM»E° ´ Å Å�°®¿¸¹2¯t·�Ä�Ï°T¯�Ï°®¿Ï°.°§Å ´ °�Å�¿ Ã°§Ä ´ °§Å7ÝÖ°§Å�· ´0± ²EÀ ± ÅR° ´Ë± ² ´ »1Å ¶�¹¬Ó»^·¸°§»1Å¸°
¼^° ´
±ªÍ Ï°T·dÀE¹^¼^°2ÔDÕ4Èä±$´%Ä2¹$¿'µ;·'ÀEÍ °*¼^° ¿ Ï° è Ï°®¿¸°§¯1¶U°Â²�¹$»E¿Á´0°.»E¿ÁÄ Ï°T¯ Ï°T¿7±v·¸µ0¹$¯ °§Å�·�´�ÈÊ±³´0Ä$¹2¿¸µË·¸ÀEÍ °�Ñ:²E¿'µ%¹�¿¸µ
Ú�
$¹ãµ0¿�Ùk±Wºa´%° lôÝå²E¿'¹$²�¹�Å Ï° ²1±³¿�Ñ�Äã¿7±��±³´Õ°T· Ð�¿'µ%øv±W¯M· Ú�� þ���à��%l����ÝxÔ�Õ¬° ²1¿¸µ0¯1¶�µ0² ° ¼^° Ñ��>¿'µ%¹�¿¸µ�°�Å�·
¼^°åÄ�Ï°T¯�Ï°T¿'°.¿ ´ °§Å l Ü�µ%·¸°®Í Å¸°�·7Å è ¿EÏ°�ÐM»E°.¯M·'Å§àt²E»µ
Å Ã± ² ± ¿�·Hµ%¿Â¼^°Ö¶�°®»���Ü ¶Tµ�à ´ °®Å:þvÜ�µ%·¸°§Í Å¸°U·7Å è ¿EÏ°�Ðt»E°T¯M·'Å�°U·
±ãµ%¯1Å¸µ¬¼^°éÅ¸»Eµ%·¸°$Ô

ÕÇ± Í Ï°T·dÀE¹^¼^° Å¸° º1±$Å¸° ÅR»E¿å´
± ¿§Ã°TÄ$´0°�Å¸»Eµ�
v±³¯t·¸°XÔ���� ����� ©����-©��'���k©§��¨ �9¡��  "!#�k� �{�Æ�M¨ ©®�M�$ ¤ ��&%'�-� ��  ���{� (� �T¤ � $ ¤ ��)%'�k� �� �JÔ+*�° ²E¿'µ%¯a¶.µ%²�° °®Å�· »^·'µ ´ µ
Å^Ï° ²¥¹2»E¿ Ï° ´ µ%Í µ0¯E°T¿ ¼^° ¯E¹ãÍ�ºE¿'°.»��
µ%·¸°§Í Å¸°U·7Å:¶.±ã¯1¼^µ
¼E±v·7ÅTÔ

, �t©  1¡�¢ �1¤ç����¦-¨ �t©.-9 E¤ô 1¡�¡0/��¡��M©
Îf° ¯E¹$Í�º¿H°T»1Å¸°§Å1
2°.¿7Å�µ0¹$¯aÅK² ± ¿ ±ã´%´�Ã° ´ °ÆÅf¼° Ñ��>¿'µ%¹�¿¸µ�°��^µËÅR·¸°§¯�·Ò°.·Ò²¥°§»�
ã°®¯M· Ó°U·'¿¸° ¶ ´¾± Å'Å^Ï°.°�Ån°§¯

�@?32uë�â�ö,ò)å æ.á�ïñë�ß�ê)ò�ô)â�ë�è)å�ìà6ö�à�ô)â�ë�ôHëÄéQãà6à!ô)æ'â5476Äâ©æ08�æ'å3æ'ß)êÈæ'å
?&9Ê�;:mà á<9 	=:

Ø�Ó\ÙÌÏ Ü l



117

>@?BADC#EGF#H�IJHKIMLN?BOPERQ�S3TUHVFW?

X H�Q�Y TZE[QBT]\_^RS=E`QBabHcT�d

e f H�F#F�H�T7g)Q�CGahSiEGabE)TUHVj[I7Q�jkH X Q�a�F�C f�l IiC�ERj X H�T7CmI=H�n TZH�I=T f�l j X C X l I3T<oiplrqHKI=SiHtsuSBvHcgGQhH�j)I=T3wyxKS=H�j \X l jGI X HcTzTi{|j f3} S=ERj�C~T l I�C�ERjbT<j vH f HcT�T l C�S=HVT�H�jGI=SiH f3} l g[QBHMC#I vHVS l IiC�E`j TiQ�S�� a�EGQ�S vH f3} l j�^[H�SF�H�T�TiQ�a�a�ERSiI=TzF#E f�l Q�Y'db�"ERQBj[I���C�TZIiS=C���Q�IiC�E`j �����;�m�c���x�� l S l F#F�H�F��'�M��O��0O������ �#�����_xB�<���
� � ��_�

e f H�F#F�H�T�g)Q�C)a�SiEGa�E�TUH�j�I5Qkj�a l SZI=C#E[j�j�H�n H�j�I X H T¡C#I�H�n TiHKI3T fVl j X C X l I¢T�x�S=H�j X l j)I5j�vH f HcTiT l C�S=H�TX HcT�vH f¢}bl j�^[H�T X'£ H�j�S=H�^[C�TUI�S=H�n H�j�I3T l C�jBTZC[g[QBH X HVTPTZ{&j f3} S¢E`jBC�T l I=C#E[jBT�H�j)I�S=H f3}Bl g)Q�HtC#I�vH�S l IiC�ERjTiQ�SJ�¤dh� l I l ��C�TUIiS=C#�BQ�IiC�ERj �¥���;� �c� ��xB�;j[I=H F�F C�^`HVj)IJ� l I l �MC~T0I=SiC���Q�I=C#EGj � �c¦ ��x���� � ��§c�_?
¨ ©�ª�«�¬Vªhb®&¯ °+±#²�«7® ©�®)³¯c´¶µ�« °�´�¯�¬�³�´u·¸²º¹®&®

» l S=H f3} H�S f¢} H X HcT¼S pH�^ F H T X'£ l T=TiE f C l IiC�E`j HcT0I½Q�j a�S�E f H�T¢TUQBT f E qQ�IiH�Q�Y H�j f l F f Q F o f E qQ�I�H�Y&\a�ERjBH�j�IiC�H�F�a l SJS l aka�ERSiI l Q j�E`n@��SiH X'£ C#IiH�n T3wy?B»¡Hra l S l F�FKvH�F�C�Tin HMa�ERQ�S=S l C#I�ER¾�S=C�SzQBjkH�TUEGF#QkI�C�E`ja�ERQBS f E[j[I¢S qE[F#HVS f H f E qQ�I X H f�l F f QhF�T�H�IMabH�S�n H�IUIiS=H l C�jBTiC�F�HrIiS l C#IiH�n HVj)I X H�� l TiH�T X H X E`jBjzvH�H Ta F QhT F l S=^RH�T�x�HKI f H X H X H�Q�Y n l j�C pH�S�HcT�d�a�E`Q�SNT0I=E f �`H�S F l � l TUH X H X ERjBj vH�HcT�xhabE[Q�S�^ vH�j vH�S�H�S F H TC#IiHVn TZH�I=T�suS vH�g�Q�H�j)I=TV?
»5H�T�¿`HVS=TiC#EGjhT�a l S l F#F�pHVF#HcT�HÀY�C�TUI l j)I�H�T�x�F £ l X l a�I l IiC�E`j a l S l F#F�pH�F#Hr¿&C~TZH X H�T�n l[f3} C�j�H�T X H�I]{&a�H�J� \ �MÁ�� � E`Q Â�� �¸x f £ H�TZI \ pl \ X C�SiH X C�Tia�E[T l j)I pl F l sÃE`CÄT X'£ Q�jkH n vH�n ERC�SiH f EGn n@Q�j�H HKI X'£ Q�j

S vHcTZH l Q X�£ C�j�IiH�S f ERjhj�HKY�C�E`j C#j�IiH�S�jhHrS l a�C X H oW� l S l F�F H F � l I l � C#j�H�S�a�EGQkSÅ�]L�� \]Â��<�)wy?���H�T�n l \
f3} C#jkH T X H f H�I]{|a�H1TiERj)I<I=S�pHcT f E qQ�I=H�QBTiH�TV?��"H T<n vH�I } E X HcT<Q�IiC�F#CÄTUH�j�I X HNj�ERn@��S=H�QBTiH�T f ERn n@Q�j�C \
f�l I=C#EGjhT�HKIMTi{&j f3} S=E`j�CÄT l IiC�ERjhT+H�j)I=SiH f3}hl g[QBH vHÀI l abH[?ÁMj�H l Q�IiS=H l a�a�S=E f3} H f E`jbTUCÄT]I¢H.pl H�j&¿&C�T l ^GH�S¸F £ Q�I=C#F�C�T l I=C#EGj X HVT l F#^GERS=CmI } n H�T¸TiQ�SÆ^RS l aBa�HcT X HTUI l IiC�ERjBT�o�HKY�C�TUI l j)I�H�T7HÀI X CÄTZa�ERjhC#� F H�T�a�ERQ�S F HVT f l F f Q F T3wy?R�"H<I0{)a�H X'£ H�j|¿&C#S=ERjkjBH�n H�j)I7Q�IiC F CÄTUH X H T
I=S l CmI=H�n H�j)I3TÆa l S l F#FWpH�F�HVT�xn l C~TtH�j X CÄTZIiS=C#��Q l j)IÇF#HcT X E[j�j�vH�HVT�TiQ�SÆF l ^RS l a�a�HR?[� l jhT f H f E`j�I=HÀY&I�H[xE[j j�H X CÄTUa�EGTiH a l T X H n vHVn E[C#S=H f E`n n.Q�jBH a l SUI l ^�vH�H HKI F�H S�vH�TiH l Q X'£ C�j)IiHVS f ERj�jkH�Y�C#E[j H�TZI
F H�j�Ic?)ÁMj�HM¿&CÄTZC�ERj X CÄTZIiS=C#��Q vH�H X Q a�SiEG� FWpH�n H f E[jBTUCÄTUI�H X E[j f pl I=SiEGQ�¿`H�S X H�j�ERQ�¿[H F�F HcT l aha�SiE f¢} H TX l jBT f H½a l S l X C�^Rn H X CÄT0I=SiC���Q�vHG?

È É Ê Ë�Ì�Í Î�Ï�Ê�ÐÆÑ�Ò Ó
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×
ØGÙ�Ú®ÛÜ Ý�Þ�ß9ÙIÝ�Û�à Û$Ü�Ý�Ú3ÙIÜAáLâÛ�×wÛ�ÜAá
ß9Ü'Ý"Ú®áJÛ$Ú´ãÂÞ�ß9äDà ÛÜ�Ý�Ú(á�ÛHåGß�Ú�ÛHæ�å�Ý"Û�Ü/Ø�Ú�ç^èDæ�Ù�ÞbépÙIä�Ø
Þ"Û êYë|ì
í î
ïñð î�ò�ò1ó/ðqô�õ

Î ß¯ö æ�à ×G÷IÛ�ø/ÙIÝ âÛbá�ÛÚ ß ÷�ä�æDÞ"ÙIÝ�ù
à ÛÚ�á�Û�Þ"Û ö ù
ÛÞ ö ù�Ûbá�ÛbÞ$úÛ�ä�÷IÛ1Úûá~ü ß Ú"Ú�æ ö Ù ß Ý"ÙIæ�Ü çyæ�Ø á
Ø à æ�Ù�Ü�Ú�á�Û
Þ"Û ö ù
ÛÞ ö ù�ÛýáZüþÙIÝ_Ûà Ú�Û�Ý�Ú~ãyÞ
âÛ$ÿ'Ø
ÛÜ'Ý"Ú�ë®âÛ.Ý�ßDÜ�Ý ÷ Ù.âÛ�Û<ßDØHÜ
æ�à}åJÞ_Û<áZü¹ÙIÝ�Ûà Ú úß ö æ�Ü�Ú�Ù áMâÛÞ_ÛÞ���æ�Ü[Ú�æ�Ø�ù�ß>ÙIÝ_Û<á�Û
ö Û�Ý�Ý"Û=ã ß �ö æ�Ü ß è�æ�ÙIÞ±Ø
Ü ä ß Ù�Ü á�Û ö æ�à ×
÷IÛ�øJÙEÝ âÛBÚ�Ø
Þ ö ù ß ÿ�Ø
ÛBãyÞ ß äDà Û�Ü'Ý`úß}ö æ�ÜGÚ�Ù�á âÛ�Þ"Û�Þ1ì Î ß á�Ù%Ú&Ý"Þ�Ù�å
Ø��
Ý"ÙIæ�Ü Ú�Ûbã ß Ù Ú ß Ü'ÝMÚ�Ø
Þ:÷ ß Ú\Ù�à ÙI÷ ß Þ"ÙIÝ âÛbÛÜ Ý"Û�Þ"à Û=á~ü ß Ý�Ý"Þ_Ù5å
Ø�Ý�ÚHçyæ�Ø ÙEÝ"Û�à Ú�ë ö æDÜ�Ý�ÛÜ�ØAÚ��'÷ ß ö æ�à ×
÷IÛ�ø�ÙEÝ âÛ
á�ÛbÝ�Þ�ß9ÙIÝ�Û�à Û$Ü�Ý�á
Û ö ù�ßDÿ�Ø
Û:ãyÞ�ß9ä�à Û�Ü'Ý�Û$Ú�ÝLá�Ù�à Ù�Ü/Ø:âÛÛ(×�ß9Þ�Þ�ß9×
×wæ�Þ�Ý úß[Ø
Ü Ý"Þ"ß�ÙEÝ"Û�à Û�Ü'Ý<ä ÷ æDåUß ÷ �Dá úÛ1Ú
÷�ÛÚ2×
Þ�Û$à Ù úÛ$Þ�Û1Ú�ÙIÝ âÛÞ ß Ý�Ù�æ�ÜGÚ�á�Û ÷ñü ß ÷5ä�æ�Þ�ÙIÝ�ù
à Û Ê�� Þ"ÙIæ�Þ�Ù��ZÛ�Ý ö Û × ß Þ âÛ÷IÙ�à ÙIÜ ß Ý_Ù5æ�Ü á
ÛÚFÙIÝ_Ûà ÚSÜ
æ�Ü
×
Þ âÛ1Ú�Û$Ü�Ý�ÚHæDØ Ù�Ü�ãyÞ âÛ$ÿ'Ø
ÛÜ�Ý�ÚFá ß Ü�ÚF÷�Û ×
Þ"æ
	G÷ ö æ�Ü�Ú�Ù á âÛÞ âÛ�ì Ô Ü ö æ�à ×J÷ âÛ�à Û�Ü'Ý��Væ�Ü ×wÛ�Ø�Ý âÛ öß Þ�Ý�Û�ÞFá
Ø
Ý"Þ"ß�ÙEÝ"Û�à Û�Ü'ÝHØ
ÜJÛS×Aß9Þ�Ý�Ù�Û á�Û1Ú�Ù5Ý�Ûà Ú ö æ�ÜGÚ_Ù%áLâÛ�ÞGâÛ1Ú´Ý_Þ"ÙIè/Ù ß>Ø�ø ×ræDØ
Þ ÷ Û}ãyÞ�ß9ä�à Û$Ü�Ý ö æ�Ü�Ú�Ù á´âÛÞ
âÛ��Já�Ù�à Ù �
Ü/Ø ß Ü�Ý2á
Û ö Û�Ý\Ý�Û à ß ÜJÙ úÛ�Þ"Û ÷5Û Ü
æ�àSåJÞ�Û á�Û ö$ß ÜGá�Ù á ß Ý"Ú úß âÛè ß ÷�Ø
Û�Þ�~×Uæ�Ø
Þ¯÷�ÛÚ2Þ âÛ$ÙIÜAÚ âÛ$Þ�ÛÞ ß Ø 	�Ü ß ÷
á ß Ü�Ú:÷�Û$Ú(Þ âÛÚ_ØJ÷IÝ ß Ý"Ú$ìÐ Ü ×rÛ�Ø�Ý ß9Ù�ÜGÚ�Ù�æ�å�Ý�Û$Ü
ÙIÞ Ø
Ü Ý�Þ"ßDÙEÝ�Û�à Û�Ü�Ý æ�×�Ý_Ù5à ß ÷ á
ÛÚ ãÂÞ"ßDä�à Û�Ü�Ý"Ú á�Û å�ß�Ú�Û ç^ä�ß�ÙIÜ á�Û ö æ�à �
×
÷�Û.ø�ÙIÝ âÛ á�Û}Ý�Þ ß ÙIÝ�Û$à ÛÜ'Ý=à ß Ù Ú âÛ�ä ß ÷�Û�à Û�Ü'ÝBÞ âÛ1Ú\Ø
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ÛÜ Û$Ø�ø��7à �Û$à Û$Ú�ë ì

PRE−TRAITEMENT

DISTRIBUTION

TRAITEMENT

VALIDATION

������� ê�� ����� �� �!� "$#%�'& ��(#%)+*$�,&.-
/ &�0+12��(3 )

465�7 8�9;: <�=?> @9BAC9;D�E�9F: @9GE�HJIK9F:
LNMPOóRQ�ò M î�ïyò$ó�S ó/ðiò
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Ü ãyæ�Þ"à ß Ý ß ä�Û á�Û?Ú á�æ�Ü
Ü âÛ�Û1Ú ×Aæ�Ø
Þ ÷IÛ ×�Þ�æ�å
÷ñúÛ�à Û ×ræ�Ú âÛ�ì
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ÙEÝ�Ù5ß ÷ Ûà Û�Ü'Ý�×�ßDÞ ÷ Û`×
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bdc$egfVhRiVj klj,knm2c$oph�qsrut\j�ivc

w;j6tyxuz|{j } ~�x,h�} � i j,k�r+j ��h�t!jlt\q$r�x,j(k!kyj {j�k+~U��jl��jn�sf�t�kyr+fV�$q�kyf�hU� ��jt���h��s�|{j jt��Rq$fCx,hR�Ct�f�t�kyj.�~
f���j��Rk+f���j�r���jtP�sryhU�$i�tg�B��j���r!j���f�t�k+ryj�} j���k+t�c��nfV� {j r+j���kyj�tp�$f�t\kyj�tphR��k {j,k {j {j kyq$��f {j�j�tp��h�qsr�j,��j�x(k!q�j�r
x j,kyk!j {j,k+~���j ����h�f�rd ¢¡¤£���hRqsr���jt��¥{j,ku~
f i t¦x,h���x,j r§�C~���k i j�t��sf�t�k+j�t��srs{j�x¨{j���j�} } j��©k {j(k§qC��f,{j�jt+ª¥j�k
i j�t6k!ru~«��~¬q� x,j�tyh���k6�$��~ i j�} j ��k¦h�ryf�j���ks{j�t��Uj�r+t i ~ r§j�xuz$j ruxuzsj.�G�®qs� x i q$t\kyj�r+f��s� j�� j�����f�r+h��s��j�¯
} j��Rkn�sf°t�kyr+fV�$q {j c�±�j(kyk!j {j�k ~ �²jKt�j�r ~ � �j�t³iVh�r+t�j ��siVf���qsj�rl�$iVqCt�i�hUf�� �v´�j�x'k§fVh�� µ�ª¶c

·�¸�¹�º�»¼�½ ¼�¾�» ¼�¿À¼ÂÁU»�º_Ã|Ä�Å�Æp¸ Ç_¹ ¸�¼©Á«Èg¼©¸«Á«Èg¼ ÉJ¼ ¸�Ê¼�Ë�Çv¼�Ì ÉÎÍ°¹�Ì�ÌÅBÁUºÏ¹�»�ºvÅ�¾
Ð x,j�t�ku~���j���q t+xuz|{j�} ~CÑ i ~.�$~�t�jnj�t\k³��f�tÒk+r!f°�sq�{j jnj�� Ó�ru~
�U} j��Rkut�r+j �sr${jt�j��Rku~¬�©kÀ��jtÀ��ryhRqs��j�t

�B��j��sryj��Uf�tÒk§ryj�} j �©k+tgt�f�} fVi ~ f�r+j�tFj �Ôk+j r+} j��G�®f�k+j } tÕx,hR��k+j���q$t�c�wBj�k+r ~ f�k+j } j���kÕj,��j�x(k!fVÓ���j q�k ~ i�h�rut
Öj(k!r+j6j ��jx¶kyq {jn��j�} ~ �sf �j r+j�fV�C� {j��²j��C� ~ ��kyjnt!qsr|xuz ~ x�qs� ��jt×Ó�r ~ �U} j���kut�j�� j �Â��fVr+h����$j�} j���k���f�t ¯
k+r!f°�sq�{jKj�� q�k+f i f�ty~���kØqC� ~ i ��h�r!fVkyzs} jKt�{j��©qsj���k§fVj i x i ~�t+tyf���qsjÙk+j i ��qB� ÐnÚ ryf�h�r+fÀ�_��hUf�r� ®¡«£F�²h�q$r¦��j�t
� {j(k ~ f�i�tltyqsrÛi°jÙkyr ~ fVkyj�} j���kÛj ��jx¶kyfVÓ+ª,c

Ü ¼�Ì Ý¼ » ¹�ÄÀ¼�Ì ÉF¼ Á Å ½ ½ Æ ¾gº Á�¹ »�ºÞÅ²¾
w;j�tÕ~ i ��h�ryfVk!zC} jtB�$~�r+~ iVi �j i j�tBj(�f�t�ku~¬�©k+tp��{jx,jtyt!f�k+j �©kp��j��sh�}��sr+j�q�t�jt;x,h�} }�qs�sf�x�~
kyf�hU�$tJtyß��s¯

xuz$ryh��sf�t {j�j�tlj���k+ryjdxuz ~ ��qsj {j�k ~ ��j�c�ành
kyr+j ~ �s�sr+h�xuzCjZkyj��C� �~ } f��sfV} f�t�j�r2x j�t�x,hR} } q��sf�x ~ kyf�h��$t�Ñ
j�k j�� � ~ r!kyf�x(qsi�fVj�r �~ iVjt iVf�} fák+j r ~ q� � {j �si ~ x j�} j���k+td��j�t ��hR�s� {j�j�t�j���kyr§j i�j�t tyf�k+j�t ���²h�qsr i ~
�sf�t\kyr+fV�$q�kyf�h�� ��jtlj���r§j �Rf°t�kyr+j�} j���kut+ªÀj,kd�~ i ~ rs{j�x(qs��{j ru~�k+fVhR� x,j �©k+r+~ i f�t�{j�jN��j�t|rs{j�tyq i k+~¬k§t�c

â%i6t�� ~ � �j r+j ��q$j �²h�q$r x j�ryk ~ fV�sj�t ��h��s� {j�jt�ÑgfVi��²j�q�k Öj�kyr+j � {j�x j�t+t ~ fVr+j ��j �sj � ~ t i�j�t x,h�} ¯
}dqs�sf���qsj r t\q$r rs{j�tyj�~�q �v��h��s�|{j jt x(hR������j���k+fVj iVi j�t �G�®h�ru��ryj } {j���f�x ~ i Ñ��$fVh i hR��f��RqCj h�q ~�q�kyr+j�ª(c
ãÀ� tyqs�s�²hRt ~ ��k.�©qsj iÏ�¢h�� ��f�t\�²hRtyj ~ q � {j�� ~ ryk2�G�®qs�sj r {j�� ~ r�k+f�k+fVhR� ��jtZ��hU�s� {j jt�j�� }dqsiVkyf�� ~ t!j
�v� {jx,hUq$� ~ ��j ��j�rykyf�x ~ i�ª,ÑBi ~ �$z ~ t!j ��j ��r {j ¯ k+r ~ f�k+j�} j���kÙ�sj � {jx,jtytyf�k§j r ~ � ~ t.��j Ó ~ f�ryj k+r ~ �$t\fVkyj�r
i j�tn��h��s�|{j�jt³tyqsr i jZr�{j�tyj�~
q;ÑRj k i ~ x,h�������j���k!f�~ i f�ks{j2tyj ru~ ~ i hUrut�~Ut§t\qsr${j�j�c

Ú qsf�t!��qsj�Ñ�� ~ �$t i°j t+xuz {j } ~ ÑäiVjt ��hR��� {j�j�t t!hU�©k Ó�hRry} ~ k {j�j�t i�hUrut ��q �sr {j ¯ k+r ~ f�k+j�} j���k�ÑäiVj�t
x h�} }�q$�sf°x�~�k+fVh��$tK��j ��f�t�kyr+fV�sqskyf�h�� ��j ��h��s��{j�j�tN~
qsr+h���k i fVj�q t�h�q$t2Ó�h�r+} j åRx(r§ß���ks{j�j�å fV��k+j�r+�sj
~Uq t§xuz|{j�} ~Ôj(k6hR� �²j�qskl�G�j�t i hUrut³x h��$tyf���{j r+j�r|�©q�jZx,jtlx,hU} }dqs�sf�x ~�k+fVhR�Ct³�sjÙ��j�r�k+qsr+��j�ryhR��k|�$~Rt
i ~ x,h�������j��©kyf ~ i�f�k {j2�sj�tÛ��h��s� {j�j�t�c

æ ç è é êÛënì í î ï ê6ð�ï ñBíPë6ò�ó�é ô õBé êÛò öën÷ ëné íJø.ð

ùlú\û ü ýÀþ�ÿ����|ÿ��
Ú ~�r\ku~
��kl��j i �®f���{j�jN��jÔ��f�t\kyr+fV�sqskyf�h�� å
f���k!j i�i fV��j���kyj�åd��jt6��hR����{j�j�t³��hRq�r i jKtyxuz�{j } ~���{j��|{j�ru~ i

j�k ~ �$r �jt ~ �Uh�f�rgkyj�tÒk+j�r���fV� {j�r+j ��k!jtÕ} {j,kyz$h��sj�t��G�®f��sj �©kyfV��x ~ kyf�hU� ��j6�Rryh�qs��j�t�����h�f�r6 �¡
£ ª ~ � ~ ��k {j j�t
�~ÙqC� j ���ÂfVr+hU�s�$j } j���kÀ��f�tÒk+r!f°�sq�{j�Ñ¤f i t���jt�kÀ~«��{j�rs{j���{jx,j�t+t+~
f�ryj³�G��qskyf i f�t\j�rÀqs� �Î{j�ryfVk+~�� i j¥x i q$t\kyj�ryf��s��c
� � t\j r ~ } �j��Cjd��hR�$x.�²h�qsrKx�j,k\k+j �sz ~ tyjd�sj �sf�t\kyr+fV�$q�kyf�h�� �~ qs� �sr+h��si �j } j��sj x iVq�tÒk+j�r+fV�s� t\q$r
i�j�t j��sr!j���f�t�k+ryj�} j���k+t�c � r iVjt } {j,kyz$h��sj�t ��j x�iVq$t\kyj�ryf��s� j,�f°t�k ~ ��kyj�td�sj t�� ~ � ~ ��k§j ��k � ~ �Ctdqs�
x h���k!j �kyjZ��f�tÒk+r!f°�sq {jK�©qB� ~ q x,h Öq�k6��jÙkyr �j�t¥�shR}��sr+j q�t\jt³x�hU} }�q$�sf�x ~ k+fVh��$t���j.t\ß��$xuz$ryhR��f�t ~ k+fVhR�BÑ
�$hU� j�����f�t ~ ��j ~ �siVjt�� ~ �Ct�i�j.x,h��Rk+j(ÂkyjK�G�®qs�sjK�Rryf�i�iVj�c��6� x,i�qCt�kyj r§f°�s� x(j���k+r ~ iVf�t {j��B�®j�t\kÛ� ~ t��CiVq$t
~ � ~ �sk {j �sqsf�t!��qB�®f°iÀx,hR�Ct�k+f�k+qsj�r ~ fVkÙqs� �Uh�q$iVhUkÙ�G� {j kyr ~ �s��iVj�} j���k2��hUqsrZi°j tyxuz {j } ~ � {j � {j r ~ i�Ñ ~ �Rj�x
��{j�x j�t+t\fVks{j��B�®~Rx x
�j�tÀ�~6kyh�qskyj�t i j�t;�sh��s�|{j�j�t�� k+h�q�k+j i ~6�$~�t�j«ª'c��n�sj|��j�q��fv�j } j {j k§~U��j���hRq�r i jÀ�sr+h
	Òj�k
��f�ty� ~�� f�� x,h��$tyf�t�kyj ~ f��$tyfvÑ�j�� i ~ �sr+h��²h�t!f�k+fVh�� �G�¢qs� ~ i��UhRryfVkyz$} jK��jZx iVq$t\k!j�ryf��s� ��f�t�k+ryf��sq {jUc

 ~�r+�$~¬�©k �~ i �®j�ty�sr+f�k i j tyxuz�{j } ~ �×{j ��{j ru~ i ��j ryjxuzsj�rux§zsj ��jdr��j�� i j�t Ñ$qs�sj } {j,kyz$h��sjd��j x i q$t\¯
k+j�r+fV�$� j�t\k ryjxuzsj ruxuz {j�j�cÕwBj tyxuz {j } ~ ��j kyr ~ fVkyj�} j���k x,h�} �si�j,k ��hUq$r iVj r+j�xuz�j�r+xuz$j ��j r �j��Ui�j�t
�B� ~ tyt!h�x(f ~ kyf�h�� f°�$x�iVq�k qs�sj �sz ~ t\j �sj �sr {j ¯ k+r ~ f�k+j } j���k ��j�t ��h��s� {j�j�t ��hUq$r i�j�t ~ � ~ ��kyj�r �_iVj�t
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ë@ìQ÷ ê ïEñ-é�ó ð?èeñ?ÿgï�ë
ú � ô õ éVèeðQï�ó øMð ô óEú óHé ò ��ð?ë�ú�ë�øVð?é�ï�÷{ë\ñ¬èeñ?ñ�ïfñ¬ú�ï üKð:éMèeñ:ë ò ë\ó8ìuæ1Q�ë[4 ô èWì-	8êeë\ñ!A�éVèeóYìkïHð?ë�ñ¬ð:è[ñ?ÿMïEëKóYì
ú�ë ñ � ë\ó ìkð?é�ï õ ë@ð ñdè ò ÷�êeèWû)ýëKë\ñ êeéVðbñ ú�ë ü�� ô ÿYï�ë ô A�éVï�ì ú�ë ú�è ò ë\óEñ�èeéVó^ñ�	 ò ô èlñ êeë óEé ò �Eð:ë ú�ë
ü@ðkéMèeñ:ë ò ë�óMìbñ �ô ë76¥ë\üpì:ï�ë�ð õ=ôsô êeê ë\ð3ë\ó ø�ð ô óEú�èeñ?ñ ô ógì ô ï 46ïEð~ë@ì �ônò ë\ñ:ï�ð:ë8æ � ó ô ïHð ô �ô ê ô ûEó ï�óEë
ðEýë\÷ ô ð:ì:è]ìkè|éVó ú�ë\ñÌë\ó�ð:ë\øVè[ñ�ì?ðkë ò ë@ógì?ñ.ëKó ïHó øVð ô ó^ú#ó�é ò ��ð?ë~úHë/ø�ðié�ï�÷�ë�ñú�ë~ì:ð-�ëuñ!÷�ëpì?èWì?ë/ì ô è]êeêeë~óEé�ó
ô ú ô ÷�ì�ýë\ë ô ï ÷Rðké1��ê��ë ò ë õ è[ñ�ýë �ô ê � é8ð:èeø�èeó�ë �Z�ô ñ ô õ é8è]ð¯ú�è[ñ'ì?ð:è���ï�ë\ð�êeë\ñ/ú�éMó�ó2ýë\ë�ñ+÷féMï�ð�ê ô ð:ëuü���ëKðbü��Hë
ú�ësð
�ë@ø8ê]ëuñ�ú � ô ñ?ñké�ü@è ô ì:èeéVó\�pæ\]�ó ô ê|øVé8ð:è]ìZ� ò ë ò ï�ê]ì:è[ú�è ò ëKóEñ:è]éMó�ó�ë\êÌú�ë üKê]ïEñ�ì:ë�ð:èeó�ø ó � ë^6{ëuüBì?ï�ë@ð ô è]ì
ñ�ï�ð?ë ò ëKóYìn÷ ô ñªï�óEë ð ýë@÷ ô ð�ì?èWìiè]éMó ô ïfñ:ñ:è-ûEó�ë ÷féMï�ð#÷{ë@ï ÿYï�ë ê�� éMó ï�ì:è ê èeñ:ë ú�ëqñ ò ýëmì_��é�ú�ë�ñª÷�éVïEð
è[ú�ë\ó8ì?èWû^ëKð�êeëªó�é ò ��ð?ë%ú�ëªø8ð:éMï�÷{ë\ñ~ê]ëª÷Eê]ïEñ�ñ�èeøVóHè]ûfü ô ìkè�4.ñ:ï�ð/ê � ë�óEñ:ë ò �Eê]ë�ú�ëuñ)ú�éVóRó~ýëKëuñ@æ

� ó ÷{ë@ï�ì ú�éMóEü è ò ô øVèeóHë�ð ï�ó�ë ýëpì ô ÷{ë ú�ë üpéVð?ð?ë\üBì?è]éMó9	 õ èlñ ô ó8ì �ô ê è ò èWì?ëKð ümë ó�é ò ��ð:ë ú�ë
øMðkéMï�÷�ë�ñ¯ð�ýë�ñ:ï�ê]ì ô óYìbñ@æ þ è]óEñ:è�	�ó�éVï^ñ/÷Hðié�÷{éMñ:éVóEñ)ú�ëvð ô ñ?ñ:ë ò �Eê]ë\ð2ü@ëKð:ì ô è]óRñ�ú�ë�ümëqñ)øVð?é�ï�÷{ë\ñ`Y8ü ô ó;�
ú�èeú ô ì?ñ_Y ��èlñkñ:ïEñ)ú�ëªê ô ÷=� ô ñkëjú�ë�ümð?éVè[ñ�ë ò ëKóYì��bagêeë\ñ2÷Rê]ïEñ�÷�ð:é�ü���ëuñKæ � ó ú~ýëuüpè[ú�ë%úHéVóEü%èlüpè£ú�ëG4 ô è]ðië
ïEó ü ê ïRñ'ì?ëKð?è]óRø�ú�ë\ñ:Y8ü ô ófú�èeú ô ì?ñ_Y�æ�?£ë\ñ øMð:é8ï�÷^ëuñÌèeñ?ñ:ïEñ-ú�ï ümð?éVè[ñ�ë ò ëKóYìQñ�é8óMìQüKéVóRñkè|ú ýëKð ýë@ëuñ!ü@é ò ò ë
ú�ë\ñvú�éMó�ó¯ýë\ë\ñ%ú � ë�óYì:ð�ýëKë �ô ï�ó ô êeøVéMð:è|ìZ� ò ë ú�ë üpê|ïEñ�ìkë@ð?èeó�øEæ�ç.è]ó ô êeë ò ë@ógìªê]ëuñ%øVð?éVïH÷{ë\ñ%è[ú�ë@ógì:è]û)ýëqñ
÷�éVïEðjüKë\ñ%ú�ëKï ö ú�è ò ë\óEñ�èeéVó^ñ�÷�éVïEð:ð?éVóYì5ëKì:ð?ësü@éVóEñ:èeú+ýë@ð�ýë\ñ/ü@é ò ò ësðEýëuñdï�ê]ì ô ì?ñ�ú�ë ü@ê]ïfñ�ì?ëKð?è]ó�ø ñ�ïEð
ú�è ò ëKófñ�èeé�ó èeó;4 ýëKð?èeë@ï�ð?ë�÷{é�ïEð ê ëqñ�üpð?é�è[ñ�ë ò ëKóYì?ñ2ñ:ï�è õ=ô ó8ìbñ@æ
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ékê{ë�ìí�î ìí�í�ï ð êë�ñ í ë�ò"ó�ìíeô ð®õ ìí ê©ìí$îgð ñ%ö$ñ í ë î ìí ë#÷ñ�ø ð øgë¯ù î ìí ë í ê@ø ìí ë�ézò�é ë?úoê�ø\û ð ë ìí ë�ë�÷ î ÷ ê í�ï ézë§ø î ékû ÷�øgé�úyêù ð î ò ñ ÷ë#ø íeî ékê õ ò í ê�ø î ð ñ ézë ìí�ï�í ë ï é`ë§ø ð ê{ò í ë ð ÷ ô ú ïRüí ñ í ý)þ úoé îmÿ��������à ú î ë ï ÷ ù î ìí	� ø î"ð é�ø íeô í êyøUö<÷ ê ô ú ï üí ñ í ï�
�í ê îgíeõ ékë#ø îgí�ô í ê�ø"ë í ë§ø é ï]í ê@ø?é�©ìí ö�ñ ð ï ézë§ø ð êò í ï�íò"ó ð�� ÷ ímí ê îgíeõ ékë#ø îgí�ô í ê�ø üð ò ímô ú ï�üí ñ í�í ë§ø�ò ð ñ ò�÷ ñeìílí ö í ø ñ ð ï ìí ò�ékë?é�ú�ê ï�í�ï ézë|ø î é�û ÷ ø?ékúoê í ë#ø�ù î ézë íù ð î ÷]ê ò ñ ÷{ë|ø í�î éwê õ ï�í ò í ë ï ékë|ø ð êò í ë �à í ëWø í ë|øgë�ú�ê@ø�ìí ø ìí¢î ìí$ð ñ�ézë�ìí ë1ë#÷ î�ï ú�ê ê�ìí$í ë î ìílí ñkñ í ëeöl÷ ê í û ð ë í�ï�í�ï úoêêxìí�í ë ô ìíUï ékò ð ñ í ò�ú ô ùKú�ë�ìílí
ï�í ����� ð ø#ø î ékû ÷�øsë¨ò�ú�ê@ø?ékê�÷Kë ð þ ð ê�ø�ù î ìí � ø î ð é²ø í�ô í ê�ølö í ø ï í������������tí ê î?í$õ ézë§ø î?ílô í ê@øgë � Ü ù î$üí ë ñ ðù ó ð ë ítï�í ù î ìí�� ø î"ð é�ø ílô í ê�ølö@ú�ê úoû�øgé í ê@ø�� � � é�ø í�ô ë � à ð ñ ðuîgõ�í ÷ î�ï�í ñ ð û ð ë ítð ìí ø]ìí�ð ÷ õoô í ê@ø ìí�í ö
ô ð ézë ï�í ê]ú ô û î?í ÷�� é�ø í$ô ë�ë|úyê�ø ï�
 ú î?í ë í ø ï ìí! üð é ï�í ê@øgé"�®ìí ë�ò�ú ô ô í ékê�# î ìí � ÷ í ê@øgë í ø�ù í ÷ þoí ê�ø$í ø îsí ìí ò ð î ø ìí ë�é ô ô ìí¡ï é ð ø ílô í ê@ø®úo÷ ï1üí ë ñ í�ï ìí û]÷�ø ï ÷ ø î ð éwø ílô í ê�ø í	%Rí ò�øgé"# �Ý $í�ô í ð þoí ò ÷ ê í ù ó ð ë í ï�í ï é`ë§ø î ékû ÷�øgé�ú�ê ê ú�ê ú�ù�øgé ô ð ñ í ý û ð ë ìí ë?÷ î�ï í ë ï ékë#ø ð êò í ë üð ÷ê
ô ú ï�üí ñ í3í ø�ê 
 ð ëgë?÷ î ð ê�ø}ù ð ë ï�í�î ìí ù ð î ø?é�ø?ékú�ê ï�í ò"ó ð îgõoí&� öuú�ê ú�û�øgé í ê@ø�÷ ê ø ð ÷�� ï�í ò�ú�ê{ë ílî?þ ð ø?ékú�ê
ï�í ë~é�ø í$ô ë í øgë'# î ìí � ÷ í ê@ø"ë ï�í (*),+ �.-/
�í ë#ø � üð��Àï é î�í � ÷ í 0�132 ï í ë�é²ø í�ô ë í øgë õ ìí ê©ìílî ìí ë4# î ìí � ÷ í ê@ø"ë
ï ð êëm÷]ê í í � ìí ò�÷ ø?ékú�ê êú îgô ð ñ í ý ù ð î ÷ ê ð ñ õ ú î é�ø?ó ô í ò ñ ð ëgë#é � ÷ í í � ð ò�ø � ö<ë�úoê�ø�é ï�í ê�ø?é� ìí ë ï ð êëñ í ë�ò"ó ìíeô ð ó í ÷ î ékë#ø?é � ÷ í5�6- ú ô ù ø í ø í ê@÷ ï�í ë õ ð ékêë ï�í ø î ð é�ø ílô í ê�ø ú %Ríeî øgë ù ð î ñ ð ô ìí ø�ó{ú ï]í
ï é`ë|ø î é�û ÷©ìí�í ý ù ð�î"ð ñkñ�ìí ñ�ézë ô í�ï�í ë�ø $ð ò"ó í ë ï ú�êò õ�ð ékê ï í ø í�ô ùëlöù�ú�ëgë?é�û ékñké�ø ìí�ï�í ë|ø?ú�ò87 ðuõoímð òlò î ÷ í ö
ï é ô é�êN÷]øgé�úyê ï í ò�ú ô ù ñ í ��é�ø ìí ñ�é�ìí$í�ð ÷ ê ú ô û îgí�ï9
 é�ø ílô ë üð òeúoêë?é ï ìí�îgíeî���:�;� öNò í ø ð ÷�� ï�í ò�úyêë í$î?þYð<�øgé�ú�ê í ë-ø®ù ñ ÷ë � ÷ 
 ð òlò í ù�ø ð û ñ í��â ê ù í ÷�ø ï üí ë�ñkú î ë í ë?ù�ìílî?í$î � ÷ í ñ 
 ÷�ø�ékñwékë ð øgé�ú�ê ï=
 ÷ê ô ú ï�ítï í~ï ézë-ø î ékû ÷�øgé�úyê ù ñ�÷Kë ð�ï ìí � ÷ ð ø í
ý ø í ñ � ÷ í ñ í ò ñ ÷ë|ø ílî ékê õ éwêò î ìílô í ê�ø ð ñ ù î ìí ë í ê�ø ìí>� ð ù ù�ú î ø í�î ð í êfò�ú îgí�ï�í ë õ ð é�êfë ï�í òeú ô ù ñ í ��é�ø ìí ö
ô ð ézë¯ù í ÷�ø $í ø îgí ìílõ ð ñ í$ô í ê@ø ï�í � ÷ ð ñ é�ø ìí ö ñ í ë í ê î�ílõ é`ë§ø î?ílô í ê@øgë ìí ø ð ê�ø î ìí ù ð î øséwë<ù ð î ÷ ê í�þ ìíeî é�ø ð û ñ í
ô ìí ø?ó ú ï�ímï�í ò ñ ÷ë-ø íeî é�ê õ ý ë ð êKë ô ú ï�üí ñ í>� öNú�ê ù í ÷ ø í ë#ù ìí�îsí�î � ÷ í ñ í ë õoî úo÷ ù í ë�?qù î ú�� ñ ë¢é ï�í ê@ø�é� ìí ëë í�î úoê@ø ï�íô í é ñ�ñ í ÷ îgí � ÷ ð ñ é�ø ìí ö ï9
 ú ü÷ ÷ê í�ô í é ñ�ñ í ÷ îgí � ÷ ð ñ é�ø ìíï�í ë î ìí ë|÷ ñ ø ð øgë �
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à í ë}ø í ë|øgë�ú�ê@ø ìí ø ìí3î ìí ð ñ ékë ìí ë}ë#÷ î�ï�í ë ï ú�ê ê ìíeí ë ï�ín� üð �51�ï é ô í êë?é�úyêë õ ìí ê ìí�î ìí�í ë ï�í�ô ð ê é üí�îgí
üð ò í � ÷ í ï�í ë õ�î ú�÷]ù í ë í �Né`ë|ø í ê@ø î ìíeí ñ�ñ í�ô í ê@ø ï]ð êfëñ í ë ï ú�ê ê�ìíeí ë ý ÷�ø?ékñ�ézë ð ø?ékú�ê ï�
 ÷ ê í þYðoî é ð êò í
ð ÷�ø�úy÷ î�ï í ò í ê�ø îgí ë ï�í õ�î úo÷ ù í ë � ö í ê ð ësë#÷ î ð ê@ø�÷ê ï ìí ë ìí � ÷ é ñ éwû îgí�ï�í ø ð é ñ�ñ í í ê@ø îgí ñ í ë õoî ú�÷ù í ë
ð é�êë?é � ÷ 
 ÷ ê í ò�ú�÷ þoí$î øg÷ î?í ï�í ñ 
¦í ë#ù ð ò í�� à í ê ú ô û î?í ï�
�í ê îgíeõ ékë#ø îgí�ô í ê�ø"ë ð ìí ø ìí ñ é ô é�ø ìí üð �V�5���
ð �ê ï�í ù�úo÷ þ úoé î�ð ù ùñ�é � ÷ íeî ñ í ò�ñk÷ë#ø í$î ékê õ ðuõyõ ñkú ô ìílîgð ø?é#§ö í ø ï úoêfò ï�í ù�ú�÷ þ ú�é î ò�ú�ê�# î úyê@ø í�î ñ í ë
ï é % ìí�îgí ê@ø í ë þ�ílî ë�é�úyêë�ùKú@ë�ë?é�û ñ í ë ï�í ñ ð ô ìí ø?ó ú ï�í��à í ë î ìí ë?÷ ñ�ø ð ø"ë�ù î ìí ë í ê�ø ìí ë�ë?ú�ê@ø ï�í ë ô ú�o í ê ê í ë î ìílð ñké`ë�ìí ë�ë?÷ îp1<�p §í ÷�� ï�í ø í ë|ø ï í ï úoê ê©ìí�í ë
ï�í�ï é ô í êë?ékú�ê ��1 ýZí ø3ò í ð �ê ï�í ë í û ð ë ílî ë?÷ î ÷]ê ê{ú ô û î?í ë#÷�q ë ð ê@ø ï�í�ï é ô í êë#ékú�êKë�ù�ú�÷ î ñ í ëù íeî #)ú îgô ð êò í ë ï�í ë ô ìí ø?óú ï í ë � ö ñ í û ÷�ø ìí ø ð ê@ø üð ø ílî?ô í ï�í ø î ð é�ø ílîtï�í ë ï ú�ê ê ìíeí ë ï�í õ�î ð ê ï�í ë
ï é ô í êë?ékúoêë ý ñ í ë î ìí ë#÷ ñ�ø ð øgëxë#÷ î3ï�í ë ï úyê ê©ìílí ë ðqþ�í ò�÷ ê ê ú ô û îgí�ï�í�ï é ô í êë?é�ú�ê{ë©ékê�#Uìíeî é í ÷ î ë|úyê�øë?é ô é ñ ð é îgí ë üð ò í ÷�� ù î ìí ë í ê@øgë©ò�é � ï í ëgë|úy÷ë �	�æ ê��ê<ö/ñ í ë î ìí ë?÷ ñ�ø ð ø"ë ë#÷ î ñ í ë ô ìí ø?ó ú ï�í ë ï í ò�ñ�÷fë-ø íeî é�ê õ ékêò î ìíeô í êyø ð ñxúoê�ø ìí ø]ìí ò�ú ô ù ð�î ìí ë
ð ÷�� î ìí ë|÷ñ�ø ð øgë ï�í ë ô ìí ø?ó ú ï�í ë ï�í ò�ñk÷ë#ø í$î ékê õ ô ÷ ñ�ø?é ï é ô í êë#ékúoêê í ñ�ù ðoî ñ 
�ð ñ õ ú î é�øgó ô í ï�í ë'r �Ý ú�o í ê ê í ë í ø ñ ð þ�í�î ë|éwú�ê ð õ�õ ñ ú ô ìí�î ð øgé þyí5� à í ëWò�ú ô ù ð î ð ékë?ú�êfëKú�ê@ø<ùfú î ø ìí ë#÷ î ñ í ëRø í$ô ùKë ï�
�í � ìí ò�÷�øsé�úyê<öñ í ë õoî úo÷ù í ëG#)ú î?ô ìí ë ý ë#ú�êyø � ékñzë�ò�ú ô ù ð�îgð û ñ í ë ð ÷�� õ�î úo÷ù í ë�ékê é�ø?é ð ÷�� ò�ú�ê êN÷{ë í ø üð ò í ÷�� é ï í ê �øgé"� ìí ë�ù ð î ÷ ê ò ñ ÷Kë§ø íeî é�ê õ ô ÷ ñ ø?é ï é ô í êë?é�úyê ê í ñts ��í ø�ë|÷ î ÷ ê í � ÷ ð ñ é�ø ìí~ï í ï é`ë|ø ð êKò í ý ò î é�ø üí�îgí�ï�í
� ÷ ð ñ é�ø ìí�ï�
 ÷ ê ò ñ ÷ë#ø í$î ékê õ3�	�
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Õ Ì?Ò4ÓOÖ4ËBÔOÔO×PËBÎJÖHÏ%ØC×?Ô6Ù�Î�Ó4ÚÎ:Ô+Ò Í ÏO×bÏAÔ>Û\ÌVÓ7ÓOÎ:ÛWÏOÔ%Ü?Òq×PÖHÏr×/Ò�Ý Þ8ÓOÌ/Ò4Ø1Î:Ô Õ Ì8ÓOß ÚÎ:ÔAà�ÔaÎ�Ï7ÓOÌ8Ò4á?Î@ÖHÏr×�á?Ì8ËBÓ�Ù�Î<Ô
ÏOÎ@ß Ø*Ô�Ù�â�ÎWÝ ÚÎKÛJÒ�Ï+Ë_Ì8Ö ËBÖ × ØCØ4Í(ËuÛ ×8ã Í_ÎKÔxä× Ù�ÎnÞVÓ × ÖCÙ�ÎKÔ�Ü?Ò × ÖYÏ7Ë(Ï ÚÎZÔ�Ù�ÎnÙ4Ì/Ö4Ö ÚÎJÎKÔ	Î\Ï�Û@ÎnÙ�Ò Õ × Ë·Ï�Ù�Î�Í ×
ØCå*×8Ô7Î�Ù�ÎgÛ Í Ò*ÔaÏ7Î@ÓOË_Ö4Þ ×PÞ/Þ Í Ì?ß ÚÎJÓA×bÏOË Õ Ò4ÖCËBÙ�ËBß ÎJÖCÔ7ËBÌ/Ö4Ö4Î Í Ì/Ò æPß ×VÛWÓOÌxË(Ï4ÚÎ:ÓO×PÏ7Ë Õ æ4É

çwÎ:Ô>Ï7Î@ß ØCÔ%Ù�â�ÎWÝ ÚÎKÛJÒ�Ï+Ë_Ì8Ö Ì ã Ô�ÎKÓ7á ÚÎZÔSØ`ÎKÓ7ß Î\Ï7Ï+Î:ÖVÏoÙ�Î�Û@Ì/Ö�èCÓOß ÎJÓ>ÍBÎ�ÛAå4ÌVË�Ý Ó ÚÎ × ÍBËFÔ ÚÎZÔ}ÜYÒ × ÖHÏ × Ò�Ý
Þ?Ó+Ì?Ò4Ø1Î:Ô Õ Ì?Ó7ß ÚÎZÔ@é ä×gÔO×�á8Ì/ËBÓnÚÎ:Û:×PÓ7Ï7ÎKÓ Í ÎKÔ>á/Î@ÓAÔ7Ë(Ì?ÖCÔ�êcë�ì6í�î Î@Ï%ï ê�ë�ì6íjî É�ì%Î:ÔDÏOÎJß ØCÔ>á¯ËBÎJÖ4ÖCÎ@ÖHÏ
ÚÎJÞ × Í(ÎKß Î@ÖHÏrÛJÌ8Ö�èCÓOß ÎJÓ%Í × Ó × Ø4ËuÙ�Ë�Ï ÚÎ�Ù4Î:Ô%á8ÎJÓAÔ7Ë(ÌVÖCÔ6Ø × Órð?ñòß Ìbó/ÎKÖEÖ4ÎKÔ6Ø × ÓrÓ × Ø4Ø1Ì/Ó+Ï¸ä× Í × ß ÚÎWÏOå4Ì�Ù�Î
Ù4Î�ÛWÍBÒ*Ô�ÏOÎJÓsË(Ö*Þ × Þ/ÞVÍ(Ì?ß ÚÎJÓ × Ï7Ë Õ É

ë Ð

ôoõvöp÷rø ù ú�û�ü�ý*þbÿ7þ����Jû�� ���	� 
��Wü�ý�� ��������������
�� û�� ����� ����� ��\ÿ�����
�� � !��Wÿ"���|û��#� ��%$	�&�Jÿ'��Wü �	�(
òþ�)
��)*�+��
��Wÿ��,�+-

ç}×�Ê ËBÞ8ÒEÓsÎ ø Ð Ø`ÎKÓ7ß Î\Ï!Ù�Î¸ÛWÌ?ß Øq×PÓOÎJÓ Í Î:Ô6Ï7ÎKß Ø*Ô$Ù�â ÎJÝ%ÚÎKÛJÒ�Ï7ËBÌ8Ö Ù4Î:Ô%á8ÎJÓAÔ7Ë(ÌVÖCÔ ã ×VÔ�ÚÎ@Î:Ô%Ô�ÒCÓ Í ×
ß ÚÎJÏ7å4Ì�Ù�ÎjÙ�ÎZÔ�ðYñ-ß ÌbóVÎJÖ4Ö4ÎZÔ/.|ï 0 é4ê10]ì6í�î ÎJÏ	ï ê20gì6íjî�àWÉ

3 Ö Ø`ÎKÒ�Ï ÓOÎJß × ÓOÜHÒ4Î:ÓnÜYÒ4Î ÍBÎ:Ôxá8Î:ÓOÔ7ËBÌ8Ö*Ô�Ù4Î Û\ÍBÒCÔ�Ï+Î:Ó7ËBÖ4Þ ËBÖCÛJÓ ÚÎ:ß ÎJÖHÏ × Í2.|ê10]ì6í�î�à�Ì?ÖYÏ Ù�Î<Ô
ÏOÎ@ß ØCÔ Ù[â ÎJÝ%ÚÎ:ÛWÒ4Ï7ËBÌ8Ö Î:Ö ß Ì óVÎJÖ4Ö4Î 465 Õ Ì8ËuÔ ÔaÒCØ�ÚÎ@ÓOËBÎJÒ4ÓAÔ ä× Ò4Ö Û Í Ò*ÔaÏ7Î:Ó+ËBÖEÞ ßnÒ Í Ï7ËuÙ�Ë_ß ÎKÖ*Ô+Ë(Ì?Ö4Ö4Î Í
Øq×�Ó Í × ß ÚÎ\ÏOå4Ì�Ù�Î Ù4ÎKÔ�ð ñ ß Ìbó8Î:Ö4Ö4ÎZÔ@é`ß ×8Ë_Ô�Ë Í Ö4Î Õ ×/Ò�Ï]ØC×/Ô�Ì8Ò ã Í ËBÎ@Ó¸ÜYÒ4Î ÛWÎ:Ô�áVÎJÓAÔ�ËBÌ8ÖCÔ�Ô�Ì?ÖYÏ�Ø*× ñ
Ó × ÍBÍ ÚÎ@ÍBËBÔ ×�ã Í(ÎZÔ¼Ï × ÖVÏ × Ò�ÖCË(á?Î × ÒxÙ�Î6Í × ØEå × Ô7Î%Ù�ÎpØ4Ó ÚÎWñ-Ï7Ó × Ë(Ï7Î@ß ÎKÖ?Ï7.|ÛWÍBÒ*ÔaÏ7Î:Ó+Ë_Ö4ÞVÔwÒEÖ4ËuÙ�ËBß Î:ÖCÔ7Ë(ÌVÖ4ÖEÎ@ÍuÔAà
ÜHÒ[â × Ò Ö4Ë_á8Î × Ò Ù�Î:ÔjÛJÓ+Ì?ËBÔ7Î@ß Î@ÖHÏAÔ@É98�Î Ø*Í(ÒCÔ�ÍUâ�Ò�Ï7ËBÍBËBÔ × ÏOË(ÌVÖ Ù�â�Ò4Ö ÛWÍBÒCÔ�Ï7ÎKÓ7ËBÖ4Þ ßnÒ4Í(Ï7ËuÙ�Ë_ß ÎKÖ*Ô+Ë(Ì?Ö4Ö4ÎJÍ
Öwâ ÎZÔ�Ï ØC×?Ô ØqÌHÔ7Ô7Ë ã Í Î Ù�Î ß ×PÖ4Ë äÎJÓOÎ ÔO×bÏOËBÔ Õ ×PËuÔO×�ÖYÏ7Î Î@Ö ÎJÖ¬á¯Ë(ÓOÌ/Ö4ÖCÎ@ß Î@ÖHÏ Ù�ËBÔ�Ï7ÓOË ã Ò$ÚÎ .¾Ö$ÚÎ:ÛWÎZÔ7Ô7Ë(Ï4ÚÎ Ù�Î
ÛJÌ8ß ßnÒCÖ4Ë_Û × ÏOË(Ì?ÖCÔ	Ù�ÎnÔ+ó¯Ö*ÛAå4ÓOÌ8Ö4ËuÔ × Ï7ËBÌ/ÖqÔrÜHÒ4Ë}á¬Ë(Î:ÖCÙ�Ó × ËBÎ@ÖHÏ	å × Ö`Ù�ËBÛ × Ø1ÎJÓ!ÏOÓ:äÎ:Ô Õ Ì8Ó7Ï7ÎKß Î@ÖHÏ	ÍUâ × ÍBÞ/Ì8ñ
ÓOË(Ï7å4ß ÎZàWÉ(8 × ÖCÔ�Í(Î�Û@Ì/ÖYÏ7ÎJÝ¯Ï+Î�Ù�Ò Ø4ÓOÌ�:�Î@Ï28�ËFÔ�8 × ï Ë(Ö Ø1Ì/Ò4Ó�Í × ÓOÎ:ÛAå4ÎKÓOÛAå*Î]Ù4ÎgÓKäÎKÞ/ÍBÎKÔ:é¯Ì8Ö Ù�Î@á¯Ó × Ë(Ï
Ù4Î¸Ï+Ì/Ò4Ï7Îjß ×PÖ4Ë äÎ:Ó7Î]×�:�ÌVÒ�Ï7Î:ÓrÒCÖ Ô7Ò4ÓAÛ\Ì�;Ò�Ï	Ù�ÎjØ4ÓEÚÎ ñ Ï7ÓA×PË(Ï7ÎKß Î:ÖHÏ%Ò4Ö4ËFÙ�ËBß Î@Ö*Ô+Ë(Ì?Ö4Ö4Î Í É

çwÎ:Ô�á8ÎJÓAÔ7Ë(ÌVÖ*Ô!ß ×8Û@Ó7Ì Ë(Ï4ÚÎ@ÓA×bÏ7ËBá/ÎZÔ Õ Ì/Ò4ÓOÖ4ËuÔ7Ô7Î@ÖHÏ�Ù4Î:Ô�Ï7Î@ß Ø*Ô�Ù�â�ÎWÝ�ÚÎZÛ\Ò�ÏsË(Ì?Ö ÎJÖ ß Ì ó8Î:Ö4Ö4Î=< Õ Ì8ËuÔ
Ô7Ò4Ø ÚÎJÓOË(ÎKÒEÓOÔ × Ò Û\ÍBÒCÔ�Ï+Î:Ó7ËBÖ4ÞgßnÒCÍ�ÏOËBÙ�ËBß ÎJÖCÔ7ËBÌ8Ö4Ö4Î:ÍUéHß × ËuÔ Õ ÌVÒ4Ó7Ö*ËBÔOÔaÎ:ÖYÏ ÚÎ@Þ × ÍBÎJß Î@ÖHÏ6Ù�ÎZÔ>Ø1Ì?ÔOÔaË ã ËBÍ(Ë(Ï ÚÎ<Ô
Ù4Î�Ø × Ó × Í_ÍÇäÎKÍ(ËFÔ × Ï+Ë_Ì8ÖqÔ�Ø`ÌVÒ4Ó�Í × Ø4å × ÔaÎ¸Ù�Î�Ø4Ó ÚÎWñ-Ï7Ó × Ë(Ï7ÎJß Î:ÖVÏ>.¾ßnÒCÍ�ÏOËBÙ�ËBß ÎJÖCÔ7ËBÌ8Ö4ÖEÎKÍuà × Ë(ÖCÔ7Ë�ÜHÒ4Î�Ø�Ì8ÒCÓ
Í × Ø4åC×VÔ�ÎgÙ�ÎjÛJÓ+Ì?ËBÔ7Î@ß Î@ÖHÏZÉ

ë Ö4Ì8Ï7ÎJÓDÜHÒ4ÎrØ`ÌVÒEÓSÛ@Î�ÜYÒEË¬Û\ÌVÖ*ÛWÎ:Ó+Ö*Î6ÍBÎKÔkÏ+ÎJß ØCÔhÙ�â�ÎWÝ ÚÎ<Û\Ò�ÏOË(ÌVÖ é�Ò4ÖxÛ@Ó7Ì?ËBÔ+ÎJß Î:ÖVÏ}Ø × Ó ß ÚÎWÏOå4Ì�Ù�Î
×/Þ8Þ Í Ì?ß ÚÎJÓA×bÏ7ËBá8Î Õ Ì8Ò4ÓOÖ4Ë(ÏnÙ�Î:Ô�ÓEÚÎKÔ7Ò Í ÏA×bÏAÔ�Ô7ËBß Ë Í ×PËBÓ7ÎZÔ ä× ÒEÖ ÛWÓOÌ8ËFÔaÎ:ß ÎJÖYÏgØC×�Ó Í × ß ÚÎWÏOå4Ì�Ù�Î Ù�ÎZÔjð ñ
ß Ìbó?Î@Ö4ÖEÎ<ÔJé�Î@Ï�ÛJÎ%Ø × ÓsÛWÎ$Ü?ÒCÎ%ÍBÎoÖ4Ì8ß ã Ó+Î�Ù�Î!Ù�Ì/ÖCÖ ÚÎJÎZÔrä× Ï7Ó × Ë(Ï7ÎKÓhÎKÔ�ÏhÍBËBß Ë(Ï ÚÎ]ä× ÛAå × ÜHÒ4ÎoÛWÓOÌ8ËFÔ+ÎJß ÎJÖYÏ
.|Ø × Ó ÍBÎ ÛWÍBÒ*ÔaÏ7ÎJÓOËBÖ4Þ Ù�Î Í(ËBß Ë�Ï × Ï7ËBÌ/Ö áVÌ/ËBÓ ?¯Î<Û�ÏOË_Ì?Ö 5�ÉA@8à�É 3 Ö Î B�ÎKÛ\Ï+Ò4Î Ù�Ì/ÖqÛ Ø`ÎKÒ Ù�Î Ó × Ø4Ø4ÓOÌPñ
ÛAåCÎJß ÎJÖYÏOÔ Ù�Î ÞVÓ7Ì?Ò4Ø1Î:ÔgÎ@Ï Ù�Ì?ÖCÛ Ù½â�Ë�Ï4ÚÎ@ÓA×bÏOË(Ì?ÖCÔ�Ù�Î Í × ß ÚÎ\Ï7åCÌ¯Ù4Î8é[ÏA×PÖ*Ù4ËBÔxÜ?ÒCÎ Í × ß ÚÎ\ÏOå4Ì�Ù�Î Ù�Î<Ô
ðHñòß Ìbó/Î@ÖCÖ4Î:ÔoÙ�ÎKß × ÖCÙ�ÎgÒ4Ö ÛJÎ@Ó7Ï × ËBÖ Ö4Ì/ß ã Ó+Î¸Ù�â�Ë�Ï ÚÎ@Ó × ÏsË(Ì?ÖCÔ�ØqÌ?Ò4Ó × ÏaÏ7Î:Ë(ÖqÙ�Ó7ÎgÔ × ÛWÌ8Ö¯á?Î@ÓOÞ/Î@ÖqÛ\Î8É

C6Ö ÚÎ:Û × Ó7Ï × ÖYÏ ÍBÎ Û\ÍBÒCÔ�Ï7ÎKÓ7ËBÖ4Þ ßnÒCÍ�ÏOËBÙ�ËBß Î@ÖCÔ7ËBÌ/Ö4Ö4Î:Í .Çï 0�à�é�Ø4Ò4ËuÔ7ÜHÒ[â�ËBÍnÖ ÚÎZÛ\Î<Ô7Ô7Ë�ÏOÎ ÍUâ × Û:ÛPäÎ<Ô ä×
ÏOÌ8Ò�ÏOÎ:Ô ÍBÎ:Ô Ù�ÌVÖEÖ ÚÎ:ÎKÔ .¾á8Ì?Ë(Ó ?¯ÎZÛmÏOË(ÌVÖ DHàméhÌ8Ö ÛWÌ/ÖqÔ�Ï × Ï+Î Ù�Î Õ ×9EÛ@Ì/Ö ÚÎJá¯ËuÙ�Î@ÖHÏ7Î ÜHÒ4Î Í × Ù�ËBÞ8ÓOÎ:ÔOÔaË_Ì8Ö

FHG�ÑJIpñ 4
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K1LNM�KHO1P LRQTS&O2UWVYX>ZHL\[^]2P _`M Ka_ K�Ob[cO P L\QHLRQ>V K1LNM�[dZ^LReJf1_gM

h i�jlknm oqpsrt k"i�p�ovu t w m�xsk�ysovp z t6{ p t h | { z9} tl~ rt j�x#pno�m�y y t pNp t h t y�p h t ov��� t xsk {�� x t ��i u t k { o�m�y z t� i {Nt z�x j � x { p t k�ovys� o�y�j k rt h t y�p i���� � i { rtlt { xsk z t6{ |sk rt � p�k i ovp t h t y�p { xsyso�z�ovh t y { o�m�y�y t � {�� ��t p
� x t h �t h t/t y i��\m�x�p�i�y�p7� t�{ xsk�j	m��x�pHz9}�xsy |sksrt � pnk"i�ovp t h t y�p7xsyso�z�o�h t y { ovm�ysy t ��z�i�y { � t�{ j"�Jrt h i
��� m�y t�{ y#m�ovk t�{ z�x ��k"i�|s��o � x t^� e � x�o�j m�knk t�{ |&m�y�z t y�pbi�x ~ j��vx { p t k�ovys� { xsy#o�z�o�h t y { ovm�ysy t � {g{ xsk
j"� i � x t i pnp�k�o � x#p ��� m�y � i k�z t xsy p t h | { z9} tl~ rt jlx�pno�m�y h t o �v� t xsk � x t � t6{ u t k { ovm�y { z t � i {Nt�� i u t j
z t6{ |&m {�{ o � o��vovpsrt�{ z t |�i�k"i����	rt ��o { i�p�ovm�y �id|��vx { o t xsk {�t y�z�k�m�ovp { � |sksrt � p�k�i�ovp t h t y�p { xsyso�z�o�h t y { ovm�ysy t � {
t p�|#�vx�kno�z�o�h t y { ovm�ysy t � {�� j	k�m�o {Nt h t y�p {"���

� } t�{ p�z�m�y�jgu t k { j t�{ u t k { ovm�y { h i�j	k�m/oqpsrt k"i�p�ovu t�{'� x t z�m�ovp { }�m�k�o t y�p t kc� t j"�sm�o ~ z t h rt p���m z t
z t j � x { p t k�ovys� o�y�j k rt h t y�p i�� |¡m�xsk � tT{ j"� rt h i z t k t j"� t k"j"� t z t k �t � � t6{ z9} i {�{ m+jlo i pno�m�y �

X y | t x�p rt � i�� t h t y�pbk t h i k � x t k � x t � t j	k�m�o {¢t h t y£p t y { p�knx(j�pnx�k t i k � m�k t�{ j t y�p t m�¤&k t xsy t
k i |#o�z�ovp rt z9} t ~ rt j	x�p�ovm�y=| � x { o�h |¡m�k�p i y£p t^� x t � } i �Rm�x�p�z t�{ z�o�h t y { o�m�y { xsy t | i kbxsy t�� X y i xsk i ovp
|sx i�p¢p t y�z�k t xsy w i�j p t x�kYz t x#y z t h o�|&m�x�k���i |s��i {Nt z t jlknm�o {�t h t y�pYi¥u t j���i { pnk�x�j�p�xsk t t y
i k � k t | i k¦k i |s|¡m�knp �i � } i �\m�x�pYz�o�h t y { o�m�y | i k�z�o�h t y { ovm�y � m�y t ¤ t j pnx t z t x ~ w m�o { h m�o§y { z t
j�knm�o {nt h t y�p ��� X y y�}¨m � p�o t y�p�| i { j t k i |s|¡m�k�pbz t xsy z t h o�zsx w i oqp�z t©{ �\m�o�y£pnxsk t�{ �i k rt i�� o {nt k �6� xso
{ m�y�pª|s�§x { j m�h |s� t ~�t6{ � |�x#o {�� x t�{ xsk«z t©{ zsm�ysy¬rtlt�{ |s�vx { y#m�h � k t x {Nt�{�� zsi�y { ��i^u t k { o§m�y t yi�k � k t��
® ¯�°�±©²s³c´�µ

U t©{ h t6{ xsk t©{ z t z�o { p�i�y�j t y t | t k�h t p¢p t y£p |�i { z t p�ovk t k z t k�rt�t ��� t6{ j	m�y�j ��x { ovm�y { |&m�xsk
j t©{ p t6{ p {l� _ y h m�¶ t y#y t�� m�y m � p�o t y�pTz t6{ z�o { p i y�j t�{ �i | t x |�k �t�{1{ o�h o ��i o�k t6{ |¡m�x�k¦p�m�xsp t©{ � t©{
u t k { o�m�y {©� � t j o£u+o t y�pbz�x w i o·pbz t6{ k i |#|�knm�j"� t h t y�p { z t ��knm�xs| t�{�t ¤ t j¸p�x rt©{ z i y { � t©{ u t k { ovm�y { z t
j��vx { p t kno�ys�>ovy(j	ksrt h t y�p"i��&�i � i {¢t z t |sk#rt � pnk"i�ovp t h t y�pW|�i�k¹� t�{'º � h m�¶ t ysy t�{ � j t7� xsosi�xs��h t y�p t�t y
h m»¶ t ysy t ��i zso { p i y�j t z t6{bt y�k t ��o { p�k t h t y�p { i x j t y�p�k t�� z�x w i ovp�z t6{¹t ysk t ��o { pnk t h t y�p { rt � m�o���y rt6{
z t j t j t y�pnk t��¸� [ i�y�z�o {H� x t |(m�xskH� t�{ u t k { ovm�y { � i { rt�t6{J{ xsk2xsy |sk#rt � pnk"i�ovp t h t y�pJi������§m�h rt k�i�pno w\�
� t�{ ��knm�xs| t6{gw m�k�h rt�{ y�}\rt p�i�y�p7|�i {J{ o���y#ov¼�j�i�p�o w�{ � t©{ z�o { p"i�y�j t©{^{ m�y�pgp�m�x�p t�{ o§y£p t k�h rt z#o�i�ovk t�{©� _ y
h m»¶ t ysy t�� m�y y t | t x�pH| � x { jlm�h | i k t k � t�{d{ m � x�pno�m�y { | i kHj t pNp t h t�{ xsk t��

½g¾�¿ À ÁnÂ\ÃbÄ Å�Æ2Ç Â¢ÈÉÅ Ç/ÊÈWÅ�Æ1Â�Ë�ÃcËsÅ
U t p�i � � t i�x � w m�x�knysovpTx#y ksrt©{ xsh rt z t ��}¨o�y�Ì�x t y�j t z�x j"�sm�o ~ z t �Í}Îi�����m�knovpn��h t z t j ��x { p t �

k�ovy�� x�pno���o { rt � i������vm�h rt k"i�p�o w m�x º � h m�¶ t ysy t6{�� |&m�x�k�� t�{ z�oq¤1rt k t y�p t�{ |���i {nt�{ � |sksrt � p�k"i�ovp t h t y�p
m�x jlknm�o {�t h t y�p �/{ x�k � t6{ k rt©{ x � p i p {¦t p � t©{ p t h | { z t pnk i ovp t h t y�p � U t6{ u t k { o�m�y { x�p�o � o { i y�pYx�y
j � x { p t kno�ys� i ��� � m�h rt k i p�o w�{ m�y£p�z�m�y�j � o t y �i rt j i kNp t k/z�x w i ovp/z t ��i | t k�p t z t k rt�{ x � p i p { h i o {
rt ��i�� t h t y�pJz t6{ p t h | { z t p�k"i�ovp t h t y�pdm � p t y+x {��

ÏÑÐÓÒ¸ÔÖÕ�×RØd×RÙlÚ Û¹Ød×NÜ"Ù¥Õ ÝcÞ�Þ�ßAÒ�Ø à×RÐ�Ü�Ú�Ôâá
ã Ù6ÔAä¥ÔÖØ^×\Ù¥Õ�ÔAÒ�Ù¥Ù6×¢ß ÝWå"Ü"Ù�Ú�Ü"Þ�×\Õ æ,Ù6ç¢Ò�Ù å�à×NÙ6ÔÖ×NÙ	ÚÓÕ ÝWå"Ü"Ù�Ú�Ü"Þ�×\Õ æèÙ¥çRÒ�Ùlå(à×RÙ¥ÔÖ×RÙlÚÓÕ

Ûbé/×NÜ"Ù¥Õ ê�×RØdë¥Õ ã Ù¥ÔÖä6ÔAØd×NÙ6Õ�ÔÖÒ¸Ù»Ù¥×Rß ê�×RØdë¥Õ Ï Ð�Ò¸ÔÖÕ�×RØd×RÙ	Úê�×¢Ø^ë6Õ Ï ÐÓÒ�ÔAÕ�×\Ø^×\Ù�Ú é/Ò�ÔAÙ¥Õ�ä¥×ìÞ¸Ð�Ò�í¥ë�×\Õ îï'Ð�Ò�í¥ë�×\ÕWÙ6Ò�Ù�é à×Rß*Ü"Ù¥Þ�à×\Õ ðañ�ò�ó+ôsõ�öd÷«õ©ñ"ø#ó öÝ'Þ�Þ¸ßÖÒ�Ø à×\ÐùÜ�ÚÓÔÎá ê�×RØdë¥Õ ã Ù�ÔAä¥ÔÖØ^×RÙ»Õ�ÔAÒ�Ù¥Ù6×Nß ê�×RØdë¥Õ«ÏúÐ�Ò¸ÔÖÕ�×RØd×RÙ	Úê�×¢Ø^ë6Õ'ÏûÐÓÒ�ÔAÕ�×\Ø^×\Ù�Ú î ê�×\Ø^ë¥Õ ã Ù¥ÔAä»ÔAØ^×\Ù¥ÕÓÔÖÒ¸Ù¥Ù¥×\ßð>ñ�ò�ó ôsõ6ö¬÷ªõ6ñ�øsó+ö ðañ�ò�ó+ôsõ�öd÷«õ©ñ"ø#ó ö

ü�ýªþcÿ � � �������	�
������������������������������	���! "$# ���&%	�' "(�
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Résumé.Denombreuses propriétés des espaces vectoriels dedimension 1,2

ou 3 ne sontpas généralisables aux espaces vectoriels de plus grande

dimension. Commec’estfréquentdans l’analysededonnées,lacomparaison

entre les signatures génomiques se heurte à cette « malédiction de la

dimension ». En se basantsur des travaux quitententde répondre à ce

problème,nous étudions l’influencedelamétriquesur laclassification etla

représentation deces données. Les métriques fractionnaires ontdes propriétés

intéressantes dans ce contexte.

1.Introduction

Les données engendrées par l’analysedelafréquenced’apparition des mots dans le

génome(lasignaturegénomique)sont,en général,des objets degrandedimension (256).

Pour comparer les signatures génomiques,ilconvientdoncdes’appuyer sur unemétrique

dontles caractéristiques sontadaptées àlareprésentation des objets dans detels espaces. La

métriqueeuclidienneestsouventutiliséedans cecontexte,bien queses propriétés soientloin

d’être intuitives dans les espaces de grande dimension. En particulier la notion

d’orthogonalité,les considérations de voisinage,le problème de l’espace vide,la

concentration des distances sontautantdefacteurs quidoiventêtres reconsidérés quand on

souhaitedévelopper uneméthodologiefondéesur unemétriqueeuclidienne(Gallinari2003).

Une alternative semble possible en intervenantdirectementsur la métrique associée à

l’espace des données.

En nous basantsur les travaux deCharu,C. Aggarwaletal. (Aggarwaletal. 2001),nous

nous proposons d’utiliser des métriques fractionnaires quiparaissentavoir des propriétés

intéressantes dans ce contexte.
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2. Données : les signatures génomiques

On appelle « signature génomique » d’une séquence d’ADN, l’ensemble des fréquences

d’apparition des mots (un mot est une suite de nucléotides, par exemple, ACTG est un mot

de 4 lettres). Il existe 4
n

mots différents de n nucléotides. Nous avons choisi de représenter

les signatures génomiques sous forme d’images oùchaque mot est représenté par un pixel :

plus le pixel est foncé, plus le mot est fréquent (Fig. 1).

Grâce à la structure fractale des images de signatures génomiques, la signature pour les

mots de n-1 lettres peut immédiatement être déduite de la signature pour les mots de n lettres

par réduction appropriée de la résolution.
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FIG. 1 : signature génomique de E. coli pour différente longueur de mots.

Il apparaît que la signature génomique est spécifique de l’espèce dont provient la

séquence d’ADN. En effet, chaque espèce a sa signature propre (Fig. 2) [Deschavanne et al.

1999].

Escherichia coli Homo sapiens Chr 2 Deinococcus radiodurans

Images CGR pour quelques especes (mots de 5 lettres)

Pyrococcus horikoshii Streptococcus pnemoniae Clostridium acetobutylicum

organisation de l’image

mots de 3 lettres

CTC

CCC CGC

TCCACC

GCC GGC

CAC GAC GTC

AGC TGC

TAC ATC TTC

TAA

AAC

ACG

CAG

CCG

TCA

CTA

ATA

CAA

AAA

GAA

CGACCA

ACA

GCA

AGA

GGA

FIG. 2 : Ces 6 espèces montrent une grande diversité du point de vue de la signature

génomique. La partie droite de la figure montre l’organisation des mots dans l’image.

La signature génomique d’une espèce est définie comme l’ensemble des fréquences

d’apparition des mots d’une longueur donnée dans son génome. On appelle signature locale

les fréquences d’apparition des mots dans un segment du génome. Au sein d’une espèce, la
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plupart des signatures locales sont proches de la signature de l’espèce (Fig 3). Il existe un

style d’écriture de l’ADN propre à chaque espèce qui se retrouve tout au long du génome

(Deschavanne et al. 1999) (Deschavanne et al. 2000).
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Signature de B. subtilis au long du genome

CCCC

GGGG

AAAA

TTTT
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AAAA TTTT
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AATT

TTAA

FIG. 3 : Signatures génomiques locales au long du génome de B. subtilis. Chaque colonne

contient la signature locale d’un segment de 5000 nucléotides du génome de B. subtilis

présenté sous forme d’un vecteur.

Plus les mots qui servent à calculer la signature génomique sont longs, plus la

discrimination entre les espèces est bonne. Beaucoup d’espèces ont la même composition en

bases, à peu près la même utilisation des mots de 2 lettres, mais plus on considère des mots

longs, plus il apparaît des spécificités d’espèce (Deschavanne et al. 1999).

Bien sûr, le nombre de mots (et donc la dimension de l’espace des données) augmente

avec la longueur des mots à considérer (64 dimensions pour les mots de 3 lettres, 256 pour

les mots de 4 lettres, et 1024 dimensions pour les mots de 5 lettres).

3. M étriques fractionnaires dans les espaces de grande

dimension

Soit x et y, deux points dans un espace à K dimensions, de coordonnées

x = x
1
,x

2
,...,xk,...,xK( ) et y = y

1
,y

2
,...,yk,...,yK( )

Les métriques fractionnaires Li sont définies par d(x,y) = xk - yk
i

k=1

K

Â
Ê

Ë
Á

ˆ

¯
˜

1
i

.

L2 correspond à la métrique euclidienne, et L1 à la distance de Manhattan.

Pour des données réelles, la probabilité que l’une au moins de ses coordonnées ait une

valeur extrême peut être élevée, dès lors que le nombre de coordonnées est grand. Dans le

cadre de la métrique euclidienne, le point correspondant est alors rejeté aux frontières de
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l’espace occupé par les données, et sa distance aux autres données est grande. Comme cette

situation est partagée par un grand nombre de données, le centre de l’espace occupé par ces

dernières est largement dépeuplé.

En général, on constate que la matrice des distances euclidiennes entre les données de

grande dimension montre peu de contraste, c’est-à-dire que les distances sont toutes du

même ordre. La distance euclidienne est donc peu apte à découvrir les ressemblances entre

des points ayant beaucoup de caractéristiques en commun lorsque la dimension de l’espace

est importante.

Les distances fractionnaires Li où i est inférieur à 1 minimisent le poids des xk - yk
ayant des grandes contributions (Fig. 4). Des points ayant des valeurs proches sur la plupart

des axes seront donc proches.

De fait, on observe une augmentation du contraste dans les matrices de distances

correspondant à des métriques fractionnaires (pour i<1) (Aggarwal et al. 2001).
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FIG. 4 : boules unité pour quelques métriques.

4. Evaluation des métriques pour la classification des

signatures locales

Pour évaluer dans quelle mesure les signatures locales ressemblent à la signature de

l’espèce dont elles proviennent, nous avons mis en place le protocole suivant :

Les signatures de segments de 3000 nucléotides non recouvrants ont été extraites de 43

génomes bactériens (193 segments par génome). On a considéré que la réponse était correcte

lorsque le génome dont la signature était la plus proche (au sens d’une métrique choisie) était

le génome d’origine de la signature locale (Lespinats et al. 2003).

On peut penser que plus la métrique est adaptée à la description de nos données, plus le

pourcentage de bonne classification est élevé.
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5. Evaluation des métriques pour la représentation des

distances entre signatures locales

L’exploration des données de grande dimension pose un problème récurrent. Pour

visualiser l’ensemble des données et leurs relations, il est nécessaire de les projeter dans un

espace à 2 dimensions (voir 3 dimensions éventuellement). Dans ce but, la méthode la plus

utilisée est l’analyse en composantes principales (ACP), qui cherche les axes expliquant

l’inertie des données. Cette méthode n’est cependant pas complètement adaptée à notre

objectif qui est d’étudier les distances entre les données. En effet, l’ACP est une projection

orthogonale, donc deux points éloignés peuvent parfois se retrouver relativement proches.

C’est pour cette raison que nous proposons, pour notre problème, d’utiliser, en parallèle,

l’analyse en composantes curvilignes (ACC) proposé par P. Demartines et J. Hérault

(Demartines et Hérault 1997). Il s’agit d’une méthode qui a pour but de représenter les

données dans un espace de plus petite dimension, en conservant au mieux les distances entre

les points. Un avantage (paramétrable) est donné à la conservation des courtes distances,

alors que les contraintes sur les plus grandes distances peuvent être assezrelâchées [Lee et

al. 2000].

L’ACC sera mis en place sur des matrices de distances calculées pour différentes

métriques. La comparaison entre les distances entre signatures et les distances dans la

représentation faite par l’ACC permettra d’apprécier la qualité de la représentation.

6. Résultats des classifications

Comme cela à été montré précédemment (Deschavanne et al. 1999), plus on considère

des mots longs, meilleure est la qualité de classification des segments. Sur la base de nos

résultats, nous pouvons ajouter que cela est vrai quelques soit la métrique considérée (à

l’exception des métriques dont le paramètre prend une valeur très élevée).

FIG. 5 : Pertinence de la métrique pour différente taille de mots. En abscisse : le paramètre

de la métrique. En ordonnée, la qualité de la classification au plus proche voisin.
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Il apparaît que les différentes métriques que nous avons évaluées (Fig. 5) ne sont pas

équivalentes. Quelques soit la longueur des mots considérés, la métrique euclidienne ne

donne pas d’excellents résultats en comparaison de certaines métriques fractionnaires. Pour

une longueur de mots considérée, une existe une métrique Li pour laquelle la qualité de

classification est la meilleure.

Comme on s’y attendait, plus les mots sont longs (et donc plus la dimension de l’espace

est grande), plus le paramètre de la métrique la mieux adaptée prend une petite valeur.

7. Résultats de la représentation

L’étude de la signature génomique du virus SARS (Severe Acute Respiratory Syndrome)

révèle beaucoup de ressemblance avec celle des autres coronavirus, et plus particulièrement

avec le « Porcine epidemic diarrhea virus » (PEDV) et le « Porcine transmissible

gastroenteritis coronavirus » (PTGV). La comparaison entre segments de ces virus peut

apporter des informations intéressantes sur ces organismes. Nous avons choisid’étudier les

signatures locales des virus pour des mots de 6 lettres (4096 variables, espace initial) en

utilisantune fenêtre glissante de 5000 nucléotides. Le faitd’utiliser des fenêtres glissantes

permetd’obtenir des signatures de segments ayantun grandnombre de mots en commun, et

donc des signatures proches. Il existe donc une continuité entre les signatures locales

successives d’un génome. Cette propriété estillustrée sur la figure 6 par une proximité

spatiale matérialisée par un lien tracé entre les signatures consécutives.
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FIG. 6 : Comparaison des distances entre signatures locales dans l’espace d’origine des

données et l’espace à 2 dimensions (partie supérieure de l’image), et visualisation des

signatures locales dans l’espace de 2 dimensions (partie inférieure de l’image).

Colonne 1 : ACP, métrique euclidienne

Colonne 2 : ACC, métrique euclidienne

 Colonne 3  : ACC, métrique fractionnaire (i=0,6)
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Deux ACC ont été calculées pour ces données, l’une à partir d’une métrique euclidienne,

l’autre à partir d’une métrique fractionnaire (paramètre :0,6). Les mêmes données sont aussi

représentées à l’aide de l’ACP (en utilisant la distance euclidienne).

La partie supérieure de la figure 6 exprime la conservation des distances dans la

représentation en 2 dimensions. Il s’agit d’un graphique de densité où chaque point a pour

abscisse la distance entre deux données dans l’espace des signatures, et en ordonnée la

distance entre leurs représentants dans l’espace à 2 dimensions. Les zones sombres sont les

zones où l’on trouve une forte densité de points.

L’ACP est une méthode qui fonctionne par projection orthogonale, c’est pourquoi, les

distances sont plus petites dans l’espace de représentation que dans l’espace des signatures

(Fig. 6, partie supérieure). Une autre conséquence de la projection orthogonale est qu’il

arrive que des données loin l’une de l’autre soient projetées à proximité. Les ACCs

représentent assez correctement les distances courtes, par contre, les grandes distances sont

étendues pour permettre la représentation dans le plan (Fig. 6, partie supérieure). La matrice

des distances pour les métriques fractionnaires a un plus grand contraste (résultats non

présentés). La reconstruction par l’ACC dans un espace de petite dimension est donc

facilitée ;cela explique que la qualité de la représentation soit meilleure (Fig. 6, partie

supérieure).

La distance fractionnaire rapproche les données aillant beaucoup de variables communes,

au contraire de la distance euclidienne. Cela explique pourquoi les séquences des virus

apparaissent sous une forme relativement bruitée (ACC, métrique L2), alors que leur

représentation à partir des distances fractionnaires (ACC, métrique L0,6) est beaucoup plus

lisse (Fig. 6, partie inférieure).

Les distances courtes sont bien visualisées par ACC. On peut donc observer les

ressemblances entre les signatures au sein de chacun des génomes. Malheureusement, il

semble qu’un espace de deux dimensions ne permette pas de restituer fidèlement les longues

distances. Il faudrait faire des représentations sur des espaces de plus grande dimension pour

pouvoir entre autres observer les relations entre les signatures locales des différents génomes.

8. Conclusion

Nous ne pouvons maintenant plus ignorer la « malédiction de la dimension » dans

l’étude des signatures génomiques. Le changement de métrique entraîne, à l’évidence, des

répercutions importantes. Il semble que les distances fractionnaires ont des avantages non

négligeables autant du point de vu de la pertinence face aux données que pour l’analyse des

relations entre les objets dans les espaces de haute dimension.
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Summary

Genomic signatures are high dimensional objets: thousands of dimensions may be

currently considered. The measure of proximity in such high dimensional spaces relies

heavily on metrics. W e specifically examine the properties of Lk norm (fractional distance

metric) for the classification and graphic representation of genomic signatures as a function

of dimensionality. The "Optimal"value for the norm parameter (k) is found dependent on

data dimension.

Mots-clefs : grande dimension, métriques fractionnaires, signature génomique, classification,

représentation, analyse en composantes curvilignes.
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ìCïü ò�ì ü ò�é�î�ésñqì í�ñLé4ë>=�ö�ò�÷�ì ô 1 3 ñLì ô
ò¢÷�ô�ó¢øé�ê	é�ô�ó�ö�ô/ò�é�ñ?�¨è�ý�ö*î�þ�ì�þ ì�ë�÷!ò�ÿ�ð é?ó)ý�ö�ê�ê�ë�é4ô
ò�÷�ñ�ñ�ö*þ�é
õ9ì ô�ñL÷�ñ�ò�é-ïö�ð öA@1÷�ð ÷�ñ�é�ë)î�öB=ÉëJö�÷�ñ�é�ð\í�î�ö*ô�õ9é�ó1ésñ)ì�í@ñLé�ë>=�ö�ò�÷�ì�ô�ñÐé4ôSö�ê�ê�î�÷C� ü ö�ô/ò�î¤ý�ö�î�þ�ì ë�÷!ò�ÿ�ð éD#E ��è�ý ü ñ�ö�þ é�ó1é�î�ý�ö�î�þ�ì�ë�÷!ò�ÿ�ð é�D#E ñ�ýuéF@rê�î�÷C� ü é�ê�ö*ë�î�ýuéG@1÷�ñ�ò�é�ô�õvé8ó)ý ü ô�éH=¦ö*ë�÷�ö*í�î�é�õ�ö õ+ÿ�øé�éô�ì*òEøé�é�IKJ�õ9ì�ô�ñ�ò�÷!ò ü øé�é�ê@ö�ë î�éeõvì ü ê�î�é7óEéqô�é ü ë�ì ô�é�ñ"LNM�é9ò�LGOPJAI�/ QRLNM2S>LGOUTVJ�ë�é�ñLê	ì ô�ñ�ö�í�î�éqóEéî�ö þ�øé4ôeøé�ëJö�ò�÷�ì ô ó)ý ü ô�é\ó1ì ô�ô�øé4éSì�í@ñLé�ëW=qøé�éX1Y�ZD�ô éG[Ðé9òUJ	î�ö =�ö�ë�÷�ö�í�î�é<õ�ö�õJÿ�øé�é�I / QRL M S>L O T
ö�ê�ê�ö�ë+ö¦û \!ò¢î�ì�ëJñ>� ü ýuì ô øé�õ9ë�÷!òU]

-^QR1'T_/ `Gacb -dQR1�S%IcT_/ egf aPh f>ijelk aPh k -^QR1nmoLNMVTp-^QRLNMNmoLGO?Tq-^QrLGO2T
ñLé4î�ì�ô î�éÙú�ì ë�ð ö*î�÷�ñLð é�ê�ë�ì í�ö�í�÷�î�÷�ñnò�éB-^QR1YS>L M SWL O T�/ -^QRL O Tp-^QRL M mAL O Tq-^QR1nmoL M T
s õJÿ�öc� ü é ó1ì�ô�ôeøé�é ë�øé�é�î�î�é�ð é4ô
ò:ì í�ñLé4ë>=qøé�é 1�Jm÷�îbõ9ì�ë�ë�é�ñLê	ì�ô@ó ü ô�é ó1ì�ô�ôeøé�é õ4ö�ò�øé4þ�ì�ë�÷�é�î�î�é
ó1÷�ñutÌì ô�õMò�÷9= é ô�ì ô ì�í�ñ�é�ë>=&øé4é I � ü ÷?ö�ê�ê@ö�ëLò�÷�é�ô/ò ïö vwMyx v�OP� zr÷�î�ýuì�ô õ9ì1ó1é õvé9òLò�é =�ö�ë�÷|{
ö�í�î�é ê@ö�ë î�é õ9ì1ó�ö�þ é í�÷�ô�ö�÷�ë�é óE÷�ñ�tnì�ô�õ=ò�÷!ú}J0ì�ô ì�íEò�÷�é�ô/ò ü ô =�é�õ=ò�é ü ë í�÷�ô�ö*÷�ë�é ~ óEé ó1÷�{
ð é4ô�ñL÷�ì ô : e��l��� x : e��l��� óEì�ô/òaî�ésñ�õvì�ð ê	ì
ñ�ö�ô/ò�é�ñB�K� e�f>ije�k�� ñLì�ô/ò-ó7øé9ù@ô�÷�é�ñ0ê�ö�ëN]�K� egf>ije�k%� /7 ñL÷�I�/ QRL M SWL O T� ñL÷�ô�ì ô � s =�é�õÙõ9é9òLò�é�ô�ì�òJö�ò�÷�ì ô�JA-^QR1YS%IcT0ñ�ýnøé�õvë�÷!òU]

-dQR1�S�I�T�/ elk aPh k egf aPh f � -dQRLGOUTP� � QR�KQRLGO.S>LNMVT%T� elk -^QR1nmoLNMVT����F��� f�� � kW�
+ ô�ñ ü ê�êtì/ñLé� ü ýsõ+ÿ@öc� ü é�ó1ì ô�ô�øé4éVë�øé�é4î�î�é�ð é�ô/òªì í�ñLé4ë>=qøé�é�1 3 ó1é�î¤ýué�ô�ñLé4ð\í�î�é�ó)ý;ö�ê�ê�ë�é�ô/ò�÷�ñ�ñ�ö�þ é� JV÷�î�õ9ì�ë�ë�é�ñ�êtì ô�ó ü ô�é ó1ì�ô�ô�øé�é ô�ì�ô ì í�ñLé�ëW=qøé�é I?3�� v M x v O � ü ÷¢ñ�é�ë+ö õ9ì1ó¢øé4é ê�ö*ë{î�é=�ésõMò�é ü ë � 3 � 0 � S?7�<G�&�c� ó1ì ô
ò ò�ì ü ò�é�ñ î�ésñ õ9ì�ð êtì/ñ�ö�ô/ò�é�ñ ñLì ô/ò ô ü î�î�ésñ ñ�ö ü úSî�ö õ9ì�ð {
ê	ì
ñ�ö*ô
ò�éSó)ýu÷�ô@ó1÷�õ9é�I 3 � ü ÷ =�ö ü ò¡7c�bè ö =ÉëJö�÷�ñ�é�ð\í�î�ö*ô�õ9é�ó1é�ñ?ó1ì ô�ô�øé�ésñ�ñ�ýnøé�õ9ë�÷!òN]

¢ � Q � S>£H4%¤'T_/ ¥3§¦ M elk aPh k e�f aPh f � ¤ e k � � Qr�nQrL O S>L M T%T� e k -^Qr1 3 moLNMGTl� �G¨��� f � � k �
èCé:î�ì�þ�{�=Âë+ö�÷�ñ�é�ð\í�î�ö*ô�õ9é�ñ�ýnøé�õ9ë�÷!òU]
î�ô ¢ � Q � S>£H4%¤©Tª/ « ¨ ac¬ elk ac k e�f ac f

� 3� e f i®e k � � î�ô^Q�¤ e�k T%T^¯ î�ô°Q?� � QR�KQRLGOPSWLNMFT%T� elk T"¯ î�ô"Q�-^QR1.3�moL M T%Tl��8
èbý�ö�ê�ê�î�÷�õ�ö�ò�÷�ì�ô ó1é-î�ý�ö�î�þ ì�ë�÷!ò�ÿ�ð é6D�E êtì ü ë¢î�ö�ð öA@1÷�ð ÷�ñ�ö�ò�÷�ì�ô ó1éaî�ö¡=ÂëJö�÷�ñLé4ð\í�î�ö�ô@õ9éaó1ésñ
ó1ì ô�ô�øé�ésñ�ì�í@ñLé�ëW=qøé�é�ñbú�ì ü ë�ô�÷!ò ü ô ö*î�þ�ì ë�÷!ò�ÿ�ð é:÷!ò�øé�ë+ö©ò�÷!úDìCïü î�ésñ8ê�ö*ë+ö�ð ïé9ò�ë�é�ñ�ïö î�ýu÷!ò�øé4ë+ö�ò�÷�ì�ô± ¯ 7 ñ�ì�ô/ò õ�ö*î�õ ü î9øésñ é�ô ú�ì�ô@õMò�÷�ì�ô@ñ ó1ésñ ê�ö�ëJö�ð ïé9ò�ë�ésñ é�ñnò�÷�ð øé�ñ ïö î�ýu÷!ò�øé4ë+ö�ò�÷�ì�ô ± � è�ésñ
ú�ì ë�ð ü î�ésñ8õ�ö*î�õ ü î�ö*ô/ò8î�é�ñ�ê@ö�ë+ö*ð ïévò�ë�é�ñÙïö î�ýu÷!ò�øé4ë+ö�ò�÷�ì�ô ± ¯ 7�ñLì�ô/òaó¢øé9ù�ô�÷�é�ñ¢ê�ö*ëU]

-dQRLGOUT_/ ¤ elk / ² « ¨ ac¬ -^QRL O mA1c3%S%¤�³}T: Q�7´T
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µd¶R·¹¸»º ¼½¸¾�¿oÀNÁVÂ º Ã ¸NÄjÅ�Æ¾ º Ç È�É�ÊcË%ÌÎÍÐÏ µ^¶ ÀNÁ?¿AÑcÒ�Ó ÃPÔ ÂÇ È�É�ÊcÕ µ^¶ ÀNÁ�¿oÑcÒ�Ó Ã Ô Â ¶×Ö Â
Ø6ÙcÚUÛ µ^¶ ÀNÁ?¿AÑ�Ó Ã Ô Â º ÜAÝ ÈßÞ Å Æ Äjà>áRâ Ç ã�äæåGç%ä ÜAÝ Å ä Þ à>áRâ ÜAÝ Å Æ Þ Å ä âÜAÝ ÈßÞ à á â è µ^¶ ÀGé´¿AÑ�Ó Ã Ô Â º Ç ã Æ åVç Æ ÜAÝ Å ä Þ àWáRâ ÜAÝ Å Æ Þ Å ä â ÜoÝ ÈæÞ Å Æ Äjà>áRâÜAÝ ÈæÞ à á âÚGê ë ¸NÄ ¾ º ì Ñ.Ò í î ï · ¸Ò º ¼ ¸¾ñð ò Ú?ó ò�ôÚUõ%Ú�ö'ê>Ú ÷×øjÚ?öùõ%Ú?úüû�÷§Ú ý�ÚUõ þ9ö�ý�þ9Ù&þCýKÿ�õ Ñ.Ò�� ÿYþ��cö©êò�ôÚ?ó��.ö�ýKÿ ó�� ò ÷�� ú �Ký���÷9þ|ê ôÚ
	 �� ÷�� � Ò���� Û��cú ó��©õ���ö'ê>Ú��
� ø��P÷���� ò þ|ê��Yú Ú �����  "!$#&%Hó'�cÿ ò ÿYö�Ú ó(� ò �Pú �ÚGê ò Ú ) *�+ ôÚ õ%Ú ó ò�ôÚUõ�Ú?ö©ê>Ú ýKÚ ÷�� ú ��ö�þ,�Ú ò Úõ%ÿYþ9Ù-��ö'êWÚ�.

/�02143517698717:56;3$17<�0 ¶4=�º # Âý ôÚGê>Ú ò ú þ9ö(� ê>þ��cö ýKÚ ÷×øjÚ?ö�õ�Ú?úüû�÷9Ú ýKÚUõüó(� ò ��ú �ÚGê ò ÚUõ�þ9ö�þ|ê>þ��Pÿ;+ ¶�Ã?> Â ÚGê ýKÿ ö��cúüû ò Úý øjþ|ê ôÚ ò �Aê>þ��.ö�õA@ Ò Ô CB �
/D3FEGIH 6;351J<�0 K G L 69: G M6 ) N <'02:O35690P3 ¶Q=�R ! Â�A�P÷CÛGÿY÷P÷×øjÚ?ö�õ�Ú?úüû�÷9Ú�ýKÚUõ ó�� ò ��ú �ÚFê ò ÚUõ Ã Ô4S Á ��Hó(� ò ê>þ ò ý�Ú÷×øjÚ�ö�õ%Ú?úüûY÷9ÚýKÚUõ ó(� ò �Pú �ÚGê ò ÚNõó ò�ôÚUÛ ôÚUýKÚ�ö'ê Ã Ô Ú?ö �Pó�ó�÷§þ � ÿ��Pö©êZ÷9ÚUõUTV� ò úüÿ�÷9ÚNõ ¶×Ö Â ÚGê ¶ ! Â �
W EGYX EG 3 GYH ÷×ø þ|ê ôÚ ò �Aê>þ��.ö ýKÚ�û��cõ%ÚUZ}ÿ�õ � ÿ�ø[�� =A\ @ Ò Ô CB �

] �Pöùõ ÛGÚ ó(� ò �^� ò ��ó���Ú è ö��cÿ�õ �´Ù��cö�õ ó ò�ôÚUõ�Ú?ö©ê ôÚ ÷×ø��P÷���� ò þ�ê���ú Ú ý ø_�Pó�ó ò Ú?ö©ê>þCõ>õ`�?�cÚ �A�a�ówÚ ò ú ÚGê%êb�Pö©ê�ý øjÚNõ�ê>þ9ú Ú ò ÷9ÚUõ�ó�� ò ��ú �ÚGê ò ÚUõBú �c+Kþ9ú þCõ��Pö©ê ÷�� TV�.ö�Ûæê>þd�cö ÷����^e�Ù ò �Pþ õ%Ú?úüû�÷���ö�ÛGÚó'�cÿ ò ÿ�ö ó(� ò ��ú �ÚFê ò Ú ) *�+ ôÚ�� � Ú ó(� ò ��ú �ÚFê ò Ú ) óñÚ ò ú ÚGê ýKÚ Û��cö©ê ògf�c÷9Ú ò ÷�� êb�Pþ§÷9÷9Ú ý�ÿÙ��.þCõ%þ9ö(�^�cÚZý øjþ9ö;h�ÿYÚ?ö�ÛGÚ ý øjÿYö�Ú ÛGÚ?÷9÷9ÿY÷9Ú õ�ÿ ò ÷��XÛi� ò ê>Ú è ÛGÚ�÷9÷9Ú�e�ÛFþñý ôÚNÛ ò � f j êk�´ÙcÚNÛH÷9Ú6ó(� ò �Pú �ÚGê ò Ú)l�nmo� ò ��ö(�P÷����cþ9Úk�´Ù.ÚUÛ�÷×ø���÷���� ò þ|ê���ú Ú�ýKÚNõ^Ûi� ò êWÚUõ ê`�có'�c÷����.þ � ÿ�ÚUõ è �cö�ówÚ?ÿKê2TQ��þ ò Úªý ôÚNÛ ò � f j ê ò Ú÷�� Ù-��÷9Ú?ÿ ò ýKÚ ) Ú?ö©ê ò Ú ýKÚ�ÿ;+ Ùc�P÷9Ú?ÿ ò ) �apDq ÚGêr) �HÒds � mt�cÿ ò Ûb��� � ÿ�Ú Ùc�P÷§Ú?ÿ ò ýKÚ ) è �.ö�cû�ê>þ9Ú?ö©ê�ÿYö�ÚaT4�cöùÛæê>þ��cö ýKÚ6Ù ò �PþCõ�Ú?úüû�÷��PöùÛGÚ
uwv ÚGê_ýx�cö�Û ÷×øjÚ�+Kó ò ÚUõ>õ�þ��cö Ùc� ò þ9Ú
�´ÙcÚNÛA)r�zy�öówÚ?ÿKê
�.û�õ%Ú ò ÙcÚ ò ýKÚ?ÿ;+ ôÚGêb�PówÚUõ ý��Pö�õB÷9Ú{T4�cöùÛæê>þ��cöYö�Ú?ú Ú�ö'ê6ýKÚX÷×ø_�P÷���� ò þ|ê��Yú Ú��
| � � ó ò Ú?ú þ,�Ú ò Ú ôÚFêb�PówÚ Û�� òWò ÚUõ�ó��.ö�ý �Pÿ;+ � ò ��ö�ýKÚUõ6Ùc�P÷9Ú�ÿ ò õ ýKÚ�)l� ] �Pöùõ ÛGÚ ÛO�cõ è ÷§ÚÙ��cþCõ%þ§ö(�?�.Ú ý øjþ9öxh�ÿ�Ú?öùÛGÚ ý øjÿ�öYÚ ÛGÚ?÷9÷9ÿY÷9Ú À ý�Ú ÷�� ÛO� ò ê>Ú ÚNõ�ê�� ò ��ö�ý ÚGê Û�� òWò ÚUõ�ó��.ö�ý��ÿ;+ Ù-��÷9Ú?ÿ ò õ{}cõ�þ��cö�þ~*ñÛO�AêWþ9ÙcÚUõ`} ýKÚ � v ¶7�K¶ ÀAÓ��PÂ%Â � � ÚUõ�TV� ò úüÿ�÷9ÚNõ ! ÚFê Ö �cö©ê�ê>Ú?öxeý9�Pö�ÛGÚ è ý9�Pö�õ#ÛGÚ ÛO�cõ è ���T7�Pþ ò Ú ó�� ò ê>þ ÛGþ9ówÚ ò ÿ�ö ê ò �ÚUõz� ò ��ö�ý ö9�cúüû ò Ú ý ø��.û�õ%Ú ò Ùc�Aê>þ��.ö�õ�� ÷×øjÚUõ�êWþ9ú �AêWþ��cö ý�ÚUõZó�� ò ��ú �ÚFê ò ÚUõªýKÿ ú �Ký��Ú�÷9Ú������ �

| � � ýKÚ?ÿx+nþ,�Ú?ú Ú ôÚFêb�PówÚ Û�� ò>ò ÚUõ%ó'�cöùý ��ÿ;+ óñÚGêWþ|ê>ÚUõ Ùc�P÷9Ú�ÿ ò õ ýKÚ )l� � Ú ö��cúüû ò Úý ø��cû�õ�Ú ò Ùc�Aê>þ��.ö�õHþ§ö'ê>Ú ò ÙcÚ�ö(�Pö©ê ý���ö�õ ÷9ÚUõ�TV� ò úüÿ�÷9ÚUõ ¶ ! Â ÚGê ¶×Ö Â ÚUõ�ê��P÷�� ò õ ò ÚUõ�ê ò Ú?þ9ö©ê5�� ø��cý9�PóKêb� ê>þ��cö ÚNõ�êZê ò �ÚUõª÷��KÛO��÷9Ú��
� þz�cö ÿKê>þ9÷9þCõ�Ú ÛFÚGê%ê>Ú ý ôÚNÛ ò �cþ õ>õ���ö�ÛGÚ ýKÚ ) è ÷×ø���÷���� ò þ|ê���ú Ú ý ø���ó�ó ò Ú?ö©ê>þCõ>õ`�?�cÚ ý�Ú �A�a� õ�Úó ò�ôÚUõ%Ú�ö'êWÚ�ýKÚX÷�� ú �PöYþ��Ú ò Ú�õ%ÿ�þ9Ùc�Pö©ê>Ú .

�w�26�: G K���17021435176�8717:$6;3517<'0 ¶4=#º # Â�����cþCõ�þ ò ) �apDq è ) �HÒ�s ÚFê
@ Ò Ô CB �k��� ÚNÛæê>ÿ�Ú ò ÷×ø��P÷���� ò þ�ê���ú Ú�ý ø��Pó�ó ò Ú?ö©ê>þCõWõ��?�.Ú{�A�a�ó'�cÿ ò ÷�� Ùc�P÷§Ú?ÿ ò ý�Ú�) Û��cö�õgêb�Pö©ê>Ú ôÚO�I��÷9Ú �� ) �apDq �



147

���$�;��� �4�F��Y�c�;�5�4�'�
�z���O�( ¡�O¢�£�¤��¦¥;�5 z§(¨?©ª¨?¢ «��¬�©��$ t?®t¥;�¦¤��°¯��¬ª¨?§'�
§�©�¯�5±P¯�5¥;�O�Y¬��A�$ °¬�±³²����µ´·¶�¸A¨?¤�±�´9¤��O©z¤�¨
�9²�´�¹��i¤�¤���¹c¨?¤��O´9©
¥;�wº �i� ¨?§9§�¤�»�¼Y´(¨^�I¬a¤�¨�½4²�©�¢�´�¤d�� �´�»�¹c¨^�I¬���¾

º ¿ ºÁÀaÂDÃ º ÀÅÄ�Æ
º ÀaÂDÃ

ÇÈµÉ Ç�Ê7ËiÌµÍ

ÎÏ²�´�©a±��³¬�¬���¹c¨^¤��O´�©
¥x´ §(¨^©b¨?¢ «��¬�©`��ºrÐ;±O¨^¤�±�´�¤��i©a¤���»"¬�¯�O©b¨g¬�»�²�� ¥x��£(¨� ���¶
Ñ ��Y� ��Y�5�Y�r¤,�Ò¯��¬b¨^§���»"¬�¯�O©b¨g¬�»�¹���¬ª¨?�Y¬Ó¼Y´��{ÔAÕ Ö Ä ®Q×CØ

Ù Ú Û ÜÞÝ ß àáÜ�â ã ä å æèçtézê ëAç�ìáä å í ê ã ä�é�ß ê æ í Ü ä�çtæ
éoÜÞß é îÜ
æ2ÜÞå çðï�çoìáñ^æ

�z����ò;�O¢ §9¤�� ¼I´9� ��²�´(  §9©�¯�5 ¡�O�Y¬�²���  §'²�©¡¬��  �´�© ´��9� £(¨� ¡� �³òó¬`©b¨?»"¬�� ¥���´���� �O��¼I´èô��¬��$¥;�
 ;¯�O¢ »�²�¤�²�õ�»d��§'²�©�¬��Y¬� ¡´�©k¤��� ��i�( k¥x�5 z¢ ²?¬b �±ªö��O÷¦¥;»"øÓ¯�O©`�O�Y¬��5 t§'�O©ª �²����9�5 O¶z¸���¬�¬��¦�O�(¼Y´èô�³¬��
�5 ù¬k±�²��( ù¬�»"¬�´Å¯�O�Å§(¨^©o´�� �O�� ��O¢�£�¤d�
¥;�Å¢ ²?¬b t§'²I ` ;¯�$¥�¨?�Y¬t´�� ±³�O©�¬b¨^»�� ��²�¢�£�©��Å¥;�¦¼I´�¨?¤�»"¬�¯�5 
¥A¯�³ú(��»��5 û§(¨?©è¤���¨?´;¬`�O´�©�ü~ý�ý?Ð�ý&þ$ÿ ¾��¦��»�¹�²;±�»"¬�¯�w  ¯�O¢ ¨?�Y¬�»�¼Y´�� �7±ªö(¨�¼Y´��t¢ ²^¬n���k¥x²�»"¬n§'²I ` ;¯�$¥;�O©
¼Y´·��´��  ��O´9¤o ��O�( �§�©��i¢ »��O©��DÐ��Y¬ª¨?£�»�¤�»~¬x¯�� ;¯�O¢ ¨^�I¬`»�¼Y´�� �4¤��  ��i�( �¥x� ±ªö(¨�¼Y´�� ¢ ²?¬��$ °¬� °¬b¨	�
£�¤��{¥9¨?�( A¤���¬��O¢ §� OÐ�±?� �5 °¬
��«¨	��¥;»�©`�Ó¼Y´·� ´�� ¢ ²^¬Å���{§'�O´;¬�§(¨� �§'²I � ;¯�5¥;�i©A´��  ��i�( A§'²�´�©Å´9�
õ�©`²�´�§'�A��¬o´�� ¨?´;¬�©`��§'²�´�©o¤��5 t¨^´;¬�©`�5 ��DÐ�¦²�����±�²��( ��i�( �´(¨^¤�»"¬�¯� �4¤��5 Ï¢ ²?¬b �¥;²�»�¹��O�Y¬Aô��¬�©��Å±O¨	�
§(¨^£�¤��5 �¥;��§�©�²c¹�²;¼I´9�O©k¥;�$ �©�¯�5¨�±D¬�»�²��( o±�²��I¬`©b¨�¥;»�±D¬�²�»�©`�5 ��ð��¬A»��I¬`�O�( �»~¬x¯� ¯�i¢ ²?¬�»d²������i¤�¤�� �4¤��5 
¢ ²^¬b  ¥;²�»�¹��O�Y¬�§�²Y � ;¯�5¥;�O©l´��9� ±ªö(¨?©`õ�� ¨cøP�5±D¬�»�¹��  �´��  `¨?�Y¬�� ¨gú(� ¥;� §'²�´�¹�²�»�©��°²�´��i© ¤d�
©cô²�¤���¥;�w °¬�»�¢�´�¤�»��D¶
�z���O�(¼Y´èô�³¬�� ±³²��( ¡»� °¬�� «¨ ¥;�O¢ ¨?�(¥x�O©�¨?´;ò »��(¥;»d¹ó»�¥x´( �¥;����²^¬��O©�¤��$ 
¢ ²?¬b ��O� ½4²���±D¬�»�²�� ¥x´
§�¤�¨^»� �»�© ¼Y´�� ¤����O�( ¡�O¢�£�¤�� ¥;� ¤��O´�©ª  ±³²�����²^¬b¨c¬�»d²��(  ½Q¨^»"¬ ��¨&ô �"¬�©`��¶ �è� £�´x¬ ¥x� ¤,���O�(¼Y´èô�³¬��
�5 ù¬ ¥;� ¥A¯��ú���»�© ¥;�$  õ�©�²�´�§'�5  ö�²�¢ ²�õ�«�O���5  §(¨?© ©b¨?§�§'²�©�¬ ¨?´;ò ©�¯�i§�²��( ��5  ¨?§9§�²�©�¬�¯�i�5  «¨
¤����O��¼I´èô��¬�� �³¬ ¥;� ¥A¯��¬��i©�¢ »��9�O©�§(¨?© ¤�¨  �´9»"¬�� «¨ ¤,��¨?»�¥;� ¥;� ¹c¨?©`»�¨?£�¤��$  ¨�¥�¥x»"¬�»�²��9�O¤�¤��5 iÐk¤��$ 
±O¨^©b¨�±D¬�¯�O©�»� °¬�»�¼Y´��5 �¥;�l±��5 �õ�©�²�´�§'�5 O¶

¸��$ Å¥;²��9�U¯�O�5 z��²�´( A²��I¬ ¯��¬�¯�¦½V²�´�©���»d�5 �§(¨?©�� ²��� �»��O´9©Å�k¶;�è�O£(¨^©�¬��;±���¬¡¬��{�O�(¼Y´èô��¬����5 °¬Å»� ��
 �´9�Ó¥Á��»d�I¬`�O©�©�²�õI¨g¬�»�²��( Ï��øP�5±D¬�´Å¯�O�5 �§(¨?©�¤�¨��������� !� ¨?´9§�©$«�5 o¥;�� �²�� §(¨^���O¤9¬x¯�O¤�¯�O¢ ¨g¬�»�¼Y´���¶
�¦²�´(  ¨&¹µ»�²��(  ¨�±O±^«�5  «¨ ý�ý#"%$ »��(¥;»�¹µ»�¥;´�  ©��O§�©�¯�5 ¡�O�Y¬b¨c¬�»"½7 �¥;� ¤�¨ §'²�§9´�¤�¨c¬�»�²�� ½4©b¨^�'&±O¨?»� ���¶
¸��³¬�¬����O�(¼Y´èô�³¬��l§�²�©�¬b¨?»~¬Þ �´9©("%$) ¢ ²^¬b OÐP¥�¨?�� �¤���±O¨�¥;©`� ¥x� ±���¬�¬�� ¯��¬`´(¥;����²�´( ¦�·��¨&¹�²��( 
�O´ ¨�±O±^«�$ Å¼Y´·�[«¨ *,+ ¢ ²^¬b O¶�¸�ö(¨�¼Y´�� »��(¥;»�¹µ»�¥;´ »��Y¬��O©`©�²�õo¯�Ó¥x�O¹c¨?»"¬Ó¥x²����9�O©Å´����w��²?¬`��±�²�¢ �
§�©`»� ��{�O�Y¬�©`� ý{�³¬(*r§'�O©`¢ ��¬�¬ª¨?�Y¬Ó¥Á�°¯�O¹c¨?¤�´��i©a �¨ ©�¯�5¨�±D¬�»�²�� «¨ ±��{¢ ²?¬5¶

- ú(� ¥;� ¹�¯�O©�»~ú(�O© ¤�¨ ±³²�öÅ¯�i©��O��±�� ¤�²;±O¨^¤�� ¥;� ¤�� �5 �§(¨�±���ÐA¤��_¨?´;¬��O´9© ¥;� ¤�¨ £�¨� �� »��Y¬�©�²;¥;´9»"¬
¤�� ±ªö(¨^��§(   ;¯�O¢ ¨^�I¬`»�¼Y´�� ¥���´�� ¢ ²?¬ �O� ±i¨?¤�±�´9¤�¨?�Y¬ ¤��5  . ¢ ²?¬b  ¤��$  §�¤�´(  §�©�²;±ªö��5  ¨^´
 ��i�( �¥Á��´���� ¥x»� °¬b¨^�(±���¥A¯�O©`»�¹�¯�O��¥x´ ±�²o¯�/� ±�»��i�I¬�¥;��±�²�©`©�¯�i¤�¨c¬�»�²��·¶ÅÎt²�´9©
¤��l¢ ²?¬10 243�5768:9;8 Ð
¤���±ªö(¨^��§( Å ;¯�O¢ ¨?�Y¬�»�¼Y´����5 °¬a±³²��( °¬`»"¬�´Å¯��§�¨?©Å¤�¨�¤�»� °¬��� ¡´�»�¹c¨?�Y¬���¾=<:>@?BAC>D>FEHG�I 9;J/KL8 G�M 8 ? 9;8 5NGM J E�O JPKQ8 G�RSO 8 >F5TE 9�UN8V9 G@WYX A,5 U AC>ZG!I 9�U[K%U > J,\ G]0 JPK%U^8 G�_`E U 5 8 5ba]c J > KL8 X 8 >D5,Ð��7±��$ t¢ ²^¬b 
 �²��I¬ ¯�5±�©`»"¬b Å¥�¨^�( Å¤���²�©b¥;©`��¥;�$ a¥;»� ù¬b¨?�(±³�5 a±�©`²�»� ` � �¨^�I¬`�5 ��D¶
�z��¨?¤�õ�²�©�»"¬�ö9¢ � ¸Yde� §'�O´;¬�§��i©�¢ �³¬�¬�©�� ¥;� ¬�©ª¨?»"¬��O© ±³� §�©`²�£�¤,«�O¢ ��¾r¤��$ l��²?¬��$ �¨cøP�5±D¬�¯�i�5 
¨?´xò ¢ ²?¬b   ¡²��Y¬ ¨?¤d²�©b  ±�²��( ¡»�¥A¯�i©�¯�O�$ �±�²�¢ ¢ � ¥x�5  ¹-¨^©�»�¨^£�¤��5  ²�©b¥x»��(¨?¤��$ O¶ Ît²�´9© ¸Ydf� Ð
«¨ ±ªö(¨�¼Y´9� ±��O¤�¤�´9¤�� �5 °¬ ¨� � �²;±³»á¯�O� *C+ ¬b¨^£�¤�� ´��9»�¥;»�¢ �i�I¬`»�²����9�O¤�¤��5  ¥;� ¥;»�¢ �O�( ¡»�²�� *µ¶ �F¨
g Ä × À × ¬b¨?£9¤�� ©`�O§�©�¯�5 ��i�I¬`� ¤��5 w§�©`²�£(¨^£�»�¤�»"¬�¯�$ {¥;� ¤�¨ ��²?¬`� ¨gø �5±á¬x¯�O� ¨?´ g Ä × À × ¢ ²^¬5¾�²�� ¨



148

h�ikjDlnmoikpZqSlBrDsktQpZu�l/uPvwvwpZvwu1xzy{uV|}m�ikpZq{lBrDstQpZu1~������e��� i%|��Fv�s |�s%��vwu�h�u�mZq;i�Ds��Z�wvw�[|Z�u��
�7�z�����1� ��� �z��� �� ��� � �k�w���7  ¡£¢¥¤¦�§ ¨ª© uPjF�
uP�1�Zvwu h�u |«ikpD�{vwuz�{mDs%qBs%� ¬uV|«q«uz�uz��|«�w� �u��{moip�q
lBrDstQpZu!lVu®vwvwpZvwu!x y u���|1�u®¯7s%v°¬s �7����� ±�²´³��µ y �7�z����� s�p�¶ZtQpZuPvQ�wvQ·¸s%p¹|'s,º�ip�|«u®q»vwu��¼lViHuV½ lV�¾uPjQ|��
h�p � �uPv¿s%jZ¯u lViq;q«u��
moikjDhZs%jQ|(s%p¹¶ l/uPvwvwpZvwu xVÀ h¹u v�s h�uPp�¶��Á¬u®� u lPs�q
|«u1ÂZÀ jZi%|Z�u �7�ÄÃ%§ Å
v © s���h�u h�u l/uV|nuV¶�uP� mZvwu�ÆjZipF�(s%vwvwikjD� �uV|;pDh��wuPq{v¾u��{mouPq
·Çiq;� s%jFlVu��}uV|`v�s q«ik�ZpD��|«uz�«�
u h¹u
ÈYÉfÊ §�Ë j mFs%q
|«�¿lVpZvw�wu®q��ZjZikpD��s%vwvwikjD�e�¾jLÌku���|«�¾¯pZuPqfvwu����wj�·Çiq;� s,|«�¾ijD�ft7p © �wv»uz��|}m�iQ�«�
�w��vwu
h © u®j |«�wq;uPq §
Í ipD� s4ÌkijD��u/ÎÏu�l:|«p��u v © s%mZm�q«uPjQ|«���;�«s%¯ku h © pZjZu lPs%q´|«u ÈYÉeÊ h�u � Ð � lVu®vwvwpZvwu�� uV| u���Ñ
|«�w� �u vwu�� mDs%qBs%� ¬uV|«q«uz��h¹u�� �,Ò � i%|B� h�ijQ| j�ipD� h����
moi7�´ijD� § ¨Ó© s�mZmZq;uPjQ|«���«�;s%¯u s �u/|¹�u
·Ns%�[| hZs�jD� vwu�� lVijDh¹�[|«�wijF� �
pZ�¾ÌCs�j7|;u��PÔ ¬s v © �wj��[|«��s%vw�¿�«s,|«�¾ij � � Ã � y

Õ�ÖN×TØÙØ u/| � �z������ �
jZik�1�Zq«u`h © �uPvV�uP� u®j7|eh¹unÚ
ÛBÜÞÝ

Õ�ÖN×TØÙØ § ß �fà�á � � u/| ß ���wâ � ÒZ�w� s4Ìuzl ã �[äN��å � ��ÒÒkÒZ§ Å
v�s æDj h¹u v © s%mZm�q«uPjQ|«���;�«s%¯ku �
�}ikj s	ÎÏuzl�|«u lBrDstQpZu i�F�
uPq;ÌCs	|«�wij ç � ¬s v�s lVu®vwvwpZvwu x �
èQé�ê � s	¶ ��Ã�ëìoÃQíÏ�ÄÃ ¡ ç � ¦ ikj i��|;�wuPjQ|ev�s qZ�uPmDs�q
|«�[|«�¾ij h�u��îi�D�´uPq«Ì,s,|«�wikjD�bmZqZ�u��
u®j7|Z�uPu�mDs%qfv�s
æD¯kpZq«u �§ ï j i�D�
u®q«Ìu tQpZu v�s mFs%q
|;�[|«�wij i��|;uPjHpZu s mouPq;� ���1h�u �Z�wu®j h¹����|«q;�w�ZpZuPq1vwuz�
i�F�
uPq«Ì,s	|«�wijD�î�
pZqev¾u���ðQñ lVuPv¾vwpZvwu���h�u(v�s lPs%q´|«u §

ò �w¯p�q«u � Ô È s%qBh��wjDs�vw�[|Z�u(h¹u���´ipD��Ñ�uPjD�´uP�1�Zvwuz�P��lPs%q´|«u ÈYÉfÊ �óÐ �
Å v © s���h�u h¹u l/uV|
|«u lPs%q´|«u � Ð � uV|óh¹u��(�¾j�·ôikq«� s	|«�wijF�(mZq;i�Ds��Z�wvw����|«u��(tQpZ�ªvwpZ�Ó�´ijQ|�s��Ñ
�
i�lV�V�uPu��P�/�wvu���|»moi7�«�´�w�Zvwuªh © uVÎ@u�l�|«p�uPq�p�j�lVuPq´|�s%�wjõjZi�1�Zq;u'h © s�jDs%vwö��
uz��h�u÷v�s��Dsk�
u �u/|«pDh��V�uPu §
Ë |�s%jQ|h�ikjZj��u`t7p�u(vwu`�Zp�|Sh¹u��eu/¶øm��uPq;�wuPjDlVuz�!t7p��»�
p��wÌuPjQ|eu���|Sh�u`� ikj7|;q«uPq�vwu`�oij ·ÇijFl�Ñ
|«�wikjZjZuP� uPjQ|�h�u ÈYÉeÊ �®jZipF��jZikpD���´i� � u��ùvw�w� �[|Z�u��b¬s �uV|«pFh��wuPqùvwu���u/ÎÏu/|��»h¼úpD�!¬s�tQpZuPv�tQpZuz�
� i�|��{moipZqõvwu��«tQpZu®v��}v © uV¶Zsl:|«�[|«pDh�u h�u��{m�q«im�q«�V�u/|¹�u������uP� s%jQ|«��tQpZuz�q;uV|«q«ikpZÌû�uPuz�emouPpZÌkuPjQ|
úuV|;q«u{Ìû�uPq;�[æî�uPuz� §
¨ s�æD¯p�q«u ¤ �wvwvwpF��|«q«uõvwu��eh¹����|«q;�w�Zp�|«�¾ijD��h�uõmZq«ik�Ds%���wvw�[|Z�uz�Yh¹u��!jZi�|«u��es	|
|«q«�w��p��uPuz�!s%p � i�|
ü ýCþ�ÿ �ª�
ikpD�`·ôikq«� u h © pZjZu l®s%q
|«u uPj j��wÌu�s�p�¶ h¹u ¯q«��� § È rDsktQpZu lPs�q
|«u q«uPm�qZ�u��´uPjQ|«u v�s
h�����|«q«�w�Zp¹|«�wij h © p�jZu j�i%|«u � ¡ � � ��w���	¦ lViq;q«u��´m�ikjDhZs�j7| ¬s v�s m�q«i�Fs%�Z�wv¾�[|¹�u u���|«�w� �uPu
��� � å
ä ������ � í ¡�� � � å
ä � ��� xzy ¦�§ ï j q;uP� s�q�tQpZu t7p�u v�s mZq;i�Ds��Z�wvw�[|Z�u u���| |«qz¬uz� ·Çiq´|«u
hZs�jD�ev�s lPs�q
|«u�lViq;q«u��´m�ikjDhZs%jQ|�¬s v�s j�i%|«u�� � � ¡ v�s lPs�q
|«u Í � h�u�v�s æD¯pZq;u ¤¦
	 ij lVikj�Ñ
��|�s	|«u tQpZu v © uPjD�´uP�1�Zvwu h�u��`�wjDh��¾ÌL��h¹pD�(m�q«���`hZs%jF�(v�s �Ds�´u j © s%m�mZqZ�uzlV�wuPjQ|(mDsk�(v�s � ý,þ¥ÿ §� j jZi�1��q«u q«u���|«q«uP�wjQ| h © �wjFh��wÌH��h�pF� slPlVu®m�|«u ·¸sklV�wvwu®� uPjQ| v�s � ý,þ�ÿ �'�wv��1s�mZmDs�q�s%���;�
uPjQ|
�
p�qvwu���lPs�q
|«u�� ¤�§ Í ¤ � ¤�§ Í� uV| ¤¹§ Í ðD�Z� s%����s4Ìu�l{p�jZu(·Ns%�w��vwu�m�q«i�Fs%�Z�wv¾�[|¹�u(tQpZ�]j © uV¶Zl�¬u�h�u
mDsk� ÒZ�  ¡Ç� � � å´ä ��� �À � ÒZ�  � � � � å
ä ��� �� � Ò��  � � � � å´ä ��� �� � ÒZ�  ¦�§�¨ u��ej�i%|«u����¹��� uV| � �´ijQ|



149

������������� ��!��� �#"$�&% ��� �'�)(+*,"-*�.0/1.  ����2 �43���65 "-.0*'/ ���!798:�<; (  <= >@?BA ��������C�!�D )��E /0(+*,"-/ �!; �!�D �F
G ��� �H "-*�.1/0.  �� � ��!; " �D .JIDG �+7 KL��� ; M�!; � " � "-/1N �C� � � G  M�O � � �QPR�4SB GT��!� � G�� SVU " S G �
% ��� W@X ; (  Y�!7 8 " S "-�  )� ����4� G�/  "  % � /[Z\"$/ E (]�).  )U�; � %^Z\"$����� ���� . �)� " E+� _a`cb � � � ; �O 
%^Zd(]*  )�!� .0�eG ����f . � G,"-/0. � "  .0( � gh�O G ��� . �i5 (+� ; "  .0( � � G ; �� �).JIDG �kj9� G'�e/ ��� %i. �H �).0*'G  .0( �,�
% ��� %i. P �� � �!�D )���T� (  )��� "  � " SVU ��!��� 3" /J" �,"-�  .  .0( �:7

8 " l E G'� � m � � ������������� n� /J" %i. �H �).0*�G  .0( � % � ���n(+*#"$*�.0/0.  ���� % � /J" � (  n� o �p(+G��q/ � ; (  rTs,t ?u? t 7 _6�Q � )� S "-�  )� ; ( �D � � G �'� ; "-G f "-. ��� "-���������S .v"  .0( � % � SQ� ; (  �#"$�w/J" ; "yx
z (]�).  �� % ��� . � %�. f .v%iG � % � /v" *#" �C�+7 8:� ; (  rTs�t ?B? t ��� %i. �H . ��E G � �#"$�{G ��� �| "$*�.0/0.  ��
� ��!; " �D .vI�G �+7 8 " S "$�  )� }�o % � /J" l E G'� � ~ � � ������������D )� /J" %i. �| �).1*�G  .0( � % � ���)(]*ix
"-*'.0/0.  ���� % � /J" � (  )� o %iG ; (  = >@?BA[F ( � S ( �#�| "  )� G ��� E �Y" � % � � . ; .0/J"-�n.  �� ���� � �
/ ��� � � ����������!�D "  .0( �,� �p(+G�� / � ; (  r�s,t ?B? t �Q = >@?BA[F�SQ� IDG�.�� � G  /J"-. �n��� � � �!�#��� �
IDG � /[Z �!�#�C�!; *�/ � % ��� . � %i. f .J%�G � I�G'. S ( ; �p( ��� /[Z �!� I�G M�Q )� ���� " E .  %^Z�G ��� ; " � .[3� � � � . ; x
.0/J"$.0� � "$Gi� % � Gi� ; (  Y�!7 8:����E �)(+G'� ��� % � � � � � ( ���'��� IDG�. � Z\"-���'�����S . �!�D �#" � /v" = >�?uA�F
� Z\"$���������S . ���� �#" � � ( � �'/0G � /J" r�s,t ?B? t g G ��� SQ� /1/0G�/ � " f+�4S G ��� �'/0G � 5 (]�  )� �'�)(+*,"�x
*�.0/0.  �� %�" �#� /J" S "-�  )�<}�o % � /J"�l E G�� ��~ ��� � �Q �n(+G f]� " f]��S G ��� ��/0G ��5 (]�  )� ���)(+*,"-*�.0/1.  ��
%�" �#� /J"�l E G'� ��mDjB7T��� � � G  �f . � G,"-/0. �C� �&%^ZdG ���{�C��S ( � % �<; " � .�3� � � / �4� �'�)(+*,"-*�.0/0.  ����e��� x
 . ; ��!��� �#"$� _e`&b �!� "�� SVU " �D �p(+G�� SVU "]I�G ��; (  G � .JIDG ��; �!�D /J" � (  n� IDG�.�"-�'�#"-�V" M �� 
" f+��S /J" ���)(]*#"-*�.1/0.  ��<; "��i. ; "$/ �+7T8 " l E G�� ��� ����������!�D )� ��(]G���/ ��; (  <�B� � >]�
��� t �Q ����
SVU "+IDG �e�'� G��)( ��� % � /v" S "-�  )�+F /J" S /J" �)�C�9� /J"���/0G � ���)(+*,"-*�/ �e�O /J"����n(+*#"$*�.0/0.  �� " �)� ( S .
��!�+7
8 Z���Q .JIDG �O � )� " P���SB ���� 3" SVU "]IDG �&��� G��)( ��� % � /J" S "$�  )� � � ��������C�!�D )� /J" � (  )�e��S (+�n� ��� ��( � x
%�" �� 3" /J" ���n(+*#"$*�.0/0.  �� ; "��i. ; "$/ �+F�� G'��/J" l E G'� � F / � � . f]� "-G % � E �). � � � �'������C�!�D )� /J"
���n(+*#"-*'.0/0.  ���; "��i. ; "$/ �+76��� S ( �#�| "  )� G �'��U ( ; ( E ��!� �� .  ���� �,"  .J"$/�IDG�.�"-�'�#"-�n. �)�����D "$G
� . f]� "-G % ����� (  )��� "  C �).0*�GT��!��� 3" SQ� ; (  ; "-/ E ���� / ��� ���n(+*#"$*�.0/0.  ����� �43�4�wf "$�).Q��!�4�!7 8 "
���n(+*#"-*'.0/0.  ��L���H �'/0G �25 (]�  )� �p(+G��  (]G � / ���e� (+G �6E �n(+G�� ��� % � %i( ����� �e/J" � (  )���#F�SQ� � �!� x
%�" �� �'/0G � /J" �!( ���w� G��&/v" S "$�  )�<���H ��+S /J"-.0� �����Q ��/0G � % Z\"-G  � ��� (  )���c� ( �D �p( �n� .0*'/ �+7

8 " ; M�!; � ��Q G,% � ���| � � �'�). ��� ��(]G�� / � ; (  ¡¢� t
s ? %'" �#� /J" l E G'� � £�7 " FTSO�Q � )� S "-�  )�
������������� n� /J" %i. �| �n.0*�G  .0( � % � /J" ���n(+*#"-*'.0/0.  ���; "��i. ; "$/ � %iG ; (  �¡¢� t
s ?B7 ��� (+* ��� � f+�
IDG � /J" ; " z (+�n.  �� % ��� . � %i. f .J%iG �<� ( �� ���� �#"$�  . �L�!�D � � SQ� Gi� IDG�.9( �� %i( ��� �� /v" � (  n� ¤
�Q �W 3" SQ��; (  " f+��S G ����5 (+�  )� �'�)(+*,"-*�.0/0.  �� ��(]G��e/J" � (  n��W¥76��� S ( �#�H "  )� IDG�Zd.0/ � �i. �H )�
G ��� G � . S .  ���� ��!; " �D .JIDG � %�G ; (  <¡¢� t
s ?B768 " f . � G#"$/0. � "  .0( � % ��� ���n(+*#"$*�.0/0.  ����e���H G �'�
���n(+�p(+�).Q��Q �� . ; �p(+�  " �D )� �p(+G'�¦/ �4�aS "-�  n���e_e`&b FD� /0/ � � � � ; �Q %^Z � �  �Y"$.0� � / ��� %i. P �� � �!�D Y�
SVU " ; � ��� ���; " �D .JIDG �4� % � SVU "+IDG � ; (  �7 8 " S "-�  )� £i7 * ������������� )� /J" %i. �H �).0*'G  .0( � % �
���n(+*#"-*'.0/0.  ��L; "y�i. ; "-/ � %�G ; (  �§�¨t�©�s �ª? t
« ( � f (].  I�G � /J"����� �,"-�  .  .0( � % � ���n(+*#"$*�.0/0.  ����
�Q % �e� (  )����� ( �D �'�)( SVU���� % �TSQ� /0/ ��� %iG ; (  6¡¢� tQs ?B7�8��4� . � %i. f .J%iG � IDG�.�������O5 3� � �!�D ( P �n.0�
% ���L¬,� G�� �!F � � �'����4���!�D ��4� �#"-��G ��� ��/0G ��5 (]�  )� ���n(+*#"$*�.0/0.  �� g�SO� /0/0G�/ ����� (+.1� S . �4�YjBF "-. ; �!�D 
*�. ��� � �� %�G�.0� �L�Q .0/ �a� ( �D � � �'����4���!�D ��4� "-G �n� .p�#"-�T% ���TSQ� /1/0G�/ ��� "kND" �D % ���e� (  )��� �� / ��f ��!���
" f+��S G ��� �'/0G �cE �Y" � % � ���n(+*#"$*�.0/0.  �� g l E G'� �w£�7 " jB7

} (+G � ��(]G f ( �#� "-G �)� .�%e�� l � .0�¢%^ZdG ���&; " � .�3� � � ��/0G �9E /1(+*#"$/ � /J"<�#"$�  .  .0( � �!� �!; �'/0(�N�" �D 
��/0G � . � G�� �&; (  Y� G  .1/0. � ��4�!7e � SVU�� �  (+G  )��� / ��� %i. �| �).0*�G  .0( �#� % � ���)(]*#"-*'.0/0.  ��4� % �q (+G �
/ ����; (  Y�����H ��!f .J% �!; ; �!�D %i.�� S .0/ � ; "$. � ���� "$/0. � "$*�/ � « � (+G � " f ( �,� %e���S .J%e�� % Z\"�� SVU�� �
�p(+G�� SVU "+IDG �&SQ� /0/0G�/ �� (+G � / ����; (  Y� I�G'. S ( �D . �������!�D %'" �#� / � G��  "-*�/ � % � ���n(+*#"$*�.0/0.  ����
G ����f "-/ � G�� � G��T�� �). � G�� � 3" X�7\® g[¯ ° "-� E'±�²�³4´dµ|¶· ¸ X�¹\®'º»� ° o+¹0¹¼WD½@jB7�_¦U "]I�G �{SO� /0/0G�/ � % �
/J" S "-�  )� �'������C�!�D ��!� �,"-�L/J" l E G�� �w¤ ���H ¾S "-�Y" SB �� �n. � �� �,"-��G � �!�#����; *�/ � % ��; (  Y��7�_¦�4�
; (  Y�¢� ( �D ¦� (  ���� %i. P �� � �!; ; �!�D « .0/ �6S ( �#�| .  G �!�D G � �!�,���!; *'/ � % �����!�,�9�Q % � I�G,"-/0.  ����
� � ������4���!�D "  . 5¿� % � SYU "+IDG � SO� /0/0G�/ �]7 ��� � �!; "-�YIDG � IDG � / ��� % � Gi� SDM(  ���� ghE "-G SVU�� �O 
%i�n(+.  )�Àj % � /J" S "$�  )� (+���p( �C�!�D % ���LE �)(]G�� ��� %^Zd. � %i. f .J%iG � IDG�.Á( �D % ��� ���� " S
 .0( �#� ��/0G �
 �Y" �#SVU ������Tg * � "-G S (+G�� % � �'�)(+*,"-*�.0/1.  ������ G��T�� �). � G'� ��� 3" X�7\®�j 3"q%^Z\"$G  � �4�9E �n(+G�� ���Â; (+. �,�



150

Ã�Ä Å'Æ Ã�Ä ÇpÆ

Ã�Ä ÈÉÆ Ã�Ä Ê Æ

Ã�Ä ËpÆ Ã�Ä ÌÉÆ

Ã�Ä ÍpÆ
ÎÐÏ0Ñ+Ò'Ó)Ô�ÕiÖT×eØ-ÓCÙ)Ô�Ú&ÛÁÜ+ÝpÜ+Þ1Ü+Ñ+ÏJßDÒ�Ô4Ú&àeáÔ�âQÓ)Ï0ã�Ø$ä�ÙTÞ0Ô4Ú�àiÏvÚ|Ù)Ó)Ï1å�ÒiÙ)Ï0Ü]ä#Ú�àiÔ�Ý'Ó)Ü+å,Ø-å�Ï0Þ0ÏæÙ�áÔ�ÚcÚ�Ò�Ó&Þ1Ô
ç Ü$Ù�è Ü+ÓCÙ�é�ê�ëíìCî
Ö¦àiÏvÚ|Ù)Ó)Ï0å'ÒiÙ)Ï0Ü]ä àiÔ�Ý�Ó)Ü+å,Ø-å�Ï0Þ1Ï�Ù�áÔ�ÚTâOÜ+Ó)ÓnÔ�Ú�ÝpÜ+ä,à�Ø-äDÙ�ïØ ÞJØ ä�Ü-ÙnÔTì



151

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

ðÐñ0ò+ó'ô)õTö�÷íøaù$ô�ú)õ�û�üÁý]þ�ý]ÿ0ý+ò]ñ���ó'õ�û����õ��Oô)ñ	��ù�
Dú�ÿJù��iñJûHú)ô)ñ	�ó�ú)ñ0ý�
 ��õTþ�ô)ý�#ù�'ñ0ÿ0ñ�ú��õ���õTÿJù�
�ý-únõ
� ù��Rõ��Bú��õ!õqù-ó � ý-ú ��������� �

ðÐñ0ò+ó'ô)õ�!#÷íøaù$ô�ú)õ�û�üÁý]þ�ý]ÿ0ý+ò]ñ���ó'õ�û����õ��Oô)ñ	��ù�
Dú�ÿJù��iñJûHú)ô)ñ	�ó�ú)ñ0ý�
 �iõTþ�ôný�#ù"�ñ0ÿ0ñ�ú��õ#� ù%$iñ	� ù$ÿ0õ
�ió � ý-ú'&(� � ý��ñ0ÿ0õ

)+*-, )/.0,
ðÐñ0ò+ó'ô)õ�1i÷Ðøaù$ô�ú)õ4û�üÁý+þpý+ÿ0ý]ò+ñ��Dó�õ�û2���õ��Oô)ñ	��ù�
Dú�ÿJù'�iñJûHú)ô)ñ	�ó�ú)ñ0ý�
3�iõ¢þ'ô)ý�,ù��ñ0ÿ0ñæú4�õ5� ù%$iñ	� ù$ÿ0õ�6
7 ù98:�ió � ý-ú�ðÐÿ1õ!ó�ô�; 7 <8=��ó � ý-ú�û>�õ��ió�ñ0ônõ



152

?%@A@ BC?�D�@ EGFIHKJ L'M�N�D DON P�BRQ>DTSN�U�SN�V�P�W	XYHZE	N[X�B\H M]E�HAXY?"W	E�HR?�@RE	Q�^�H P-N[X_M�N[^`@ aNb@RBRN NOcTN�D�@ XdSN[N�H[Je#f ?�g`X�NhHZN[X�E	WiU4NjP�BRQ�kY?�k_E	W	EG@�SN�B N[P�B�SN�HANK^9@ NlX_^ ^�E	M�N�?�X UnmoE	^]M�N�H:@RE	p9?�@RE	Q�^iq]E	WnN�Hr@'P<Q`HRHAE	k_W	N
U>N�Fs?�E	B Nl?"P�PY?�B\? a EG@RB NtW	N�Hvu Q�@CH�HAN[W	Q�^ W	NKX�BCH�D[?"BC?�D�@4SN[B E�Hr@RE�g`X�N�H0H>SN[u ?"^9@ E�g9X_N�H[J�wx^ U4E	u E	^4y
XY?"^9@zW	N HANKX�E	WvU>N P�B Q�kY?"k�E	W	EG@�SN U>N {_J}| ~? {�J}� NO@hN[^ ^�N @RN[^Y?�^`@3DOQ�u P>@RN g`X�N U>N�Hzu Q"@CH
g`X�EYQ�^`@0W�?zu aNKu N=^�Q"@RN������_V�Q�^ Q�k>@RE	NK^9@vX�^�N'^�Q�X�M�N[W�W	NtD[?"BA@RN�P�B�SN�HAN[^`@�SNKNdU_?�^YHxW�?��Yp�X�B N� Jv��^ Q�k�HAN[BRM�Nlg`X�N�W�N�H�u Q"@CH������O��� �#Nb@j� �%���nHAQ�^`@�u ?��+Q�B EG@C?�E�BRN[u N[^`@�u ?�WT?�P�P�B�SN�DbE�SN�H
PY?"Bt@RQ�XYH'W	N�H�E	^�U>E	M]E�U>XYH'@ N[W�H�g`XimoE	W�H SNb@C?�E	NK^9@�U�?�^�H�W�? DK?�BA@ N��_J���^ Q�kYHANKBRM�N3U>N�P�W	X�HtW�N
u Q"@������������C�K��g`X�E�?�P_PY?�B\?�a  G@tHZX�B�W�? D[?"BA@RN � VTU¡m¢?�X>@RB N�H'u Q�@CHl@RN[W�H�g`X�N £¡�%¤�¥�¦��§V©¨��>�Y�ª�
NO@=«�¬ ¬ ����ª¤	��?�P�P�?�BC?"E�HRHZN[^`@0N[^ U>E	u E	^]XY?�^`@�W	N�HAN[X_E	W®U4N�P�BRQ�k�?�k�E	W�EG@4SN�HKJ e N[X>¯]y(DbE<HAQ�^`@dU4X
u aN[u NhD f ?"u P H>SN[u ?�^`@RE�g`X�Njg`X�N ��������� ��J

° ± ² ³ ´lµ[¶ ·¹¸O² ³

º ?�^�H#DONb@d?"BA@RE�DbW	N�V�^_Q�XYHv?�M�Q�^YH5P_B4SN�HZN[^`@4SN�X_^ ?"W	p�Q�BREG@ f u NtU>N�D[?"BA@RN�@RQ�P-Q�W	Q�p�E�g`X�NtU�SN�U>EOSN[N
?�X4¯ U>Q�^�^�SN[N�H DK?%@�SNKp�Q�B E	N[W	W	N�H[J e NO@ ?�W	p�Q�BREG@ f u N e�»=¼ HZN k�?�HAN HZX�B W	N F½Q�BRu ?"W	E�HAu N
P�B Q�kY?�k_E	W	E�Hr@ N�U>N�H�D[?�BZ@RN�H�@ Q�P-Q�W	Q�p�E�g`X�N�H�NO@�X>@RE	W	E�HZN�W§m}?�W	p�Q�BRE¾@ f u N3w ¼ P-Q�X�B�u ?�¯¿E�u E�HANKB
W�? M�B\?�E�HZN[u�k�W�?�^�DON�J ÀxmoNO¯>P�SN[BRE	NK^YDON P�B�SN�HZN[^`@4SN[N u Q�^`@RBRN W�? B Q�k�XYH:@RN�HRHZN U>N DON[W	X_EGy(DOE ~?
@RBC?"EG@RN[B U>N�H U>Q�^�^�SNKN�H U4Q�^`@ W	N�H M%?"BRE�?�k_W	N�H P<N[X_M�N[^`@ ?�M�Q�E	B P�W	XYH U>N U>NKX>¯ u Q¿U_?�W	EG@�SN�H[Jº m}?�X4@RBRN PY?"BA@�V�^�Q�XYH ?ÁM�Q�^YH M]X g`Ximª~? @RB\?�M�N[BCHZW	N�H U>E	M�NKBCH ?�HZP<N�D�@CH U>N M]E�HAX�?�W	E�H ?%@RE	Q�^YH[V
W§m}?"W	p�Q�B EG@ f u N e�»=¼ FÂQ�X�B ^�E�X�^_N g`XY?�^`@REG@�SN�H U¡moE�^>F½Q�BRu ?�@RE	Q�^�H NO¯>P�W	Q�EG@C?�k�W�N�H U�?�^�H U>N�H
?�P_P�W	E�D[?�@RE	Q�^YH�B�SN[N[W	W	N�H[J » Q�X>@ N�H�W	N�H'M]E�HAX�?�W	E�H ?%@RE	Q�^ g`X�EÃQ�^`@ SNO@�SNjNOcTN�D�@ XdSN[N�H=u Q�^`@RBRN[^`@�g9X_N
W§moQ�BCU>BRNÄ@RQ�P-Q�W	Q�p�E�g`X�N�P-N[BRu NO@ÅUnmoQ�k>@RNK^�E	BiX_^�N0E	^`@RNKBRP�B�SNO@C?�@RE	Q�^�U>N�Hnp�BRQ�X�P-N[u NK^9@2Q�k>@RNK^�X�H[J

Æ'Ç�Æ'È5Æ ³ ´ Æ ·
É �OÊ3Lt^_Q�XY?"B�V¡Ë�J¡Ì�?�U>BC?"^iVTË�J »�f E	B E�?�ViÍTJ�Îr��Ï�Ï�|`Ð�ÑtÒxBRQ�kY?�k_E	W	E�Hr@ E�D�HZN[WGFªyÓQ�B p9?�^_E	Ô[E	^�p u ?"P

?�^YU BC?�U4E�?�WTkY?�HAE�HdF½X�^�D�@RE	Q�^ ^�NO@rÕ�Q�B Ö¿HKJ>×'N[X�BRQ>DOQ�u P�X4@RE	^�p Ø�{�V�|�Ù%y(Ï���J
É Ø�Ê3Ì�E�H f Q�PiV e J ¼ J	VlÍ¿M�N[^YHZN[^iV ¼ J�Vl?"^YU Ú E�W	W	E�?�u H[V e J�Û JxÜ�J�Î:��Ï�Ï�|9Ð�Ñ Ý »=¼ Ñ »�f N

Ý�N[^_N[BC?�@RE	M�N » Q�P<Q�p�BC?"P f E�D ¼ ?"P�P�E	^�p�J�×'N[X�B\?�W e Q�u P�X4@C?%@RE	Q�^iV¡��{YÎr�ÁÐ�V�Ø>�ÁÞ�y+Ø�Ù"ßYJ
É Ù%Ê º N[u P�Hr@RN[B�V}L3J9Ò�J�À©?�E	B\U¡V�×3J ¼ J�à=X�k_E	^iV º J`Ì�J ¼ ?�¯¿E�u�X_u W	E	Ö]W	E f Q�Q>U>N�F½B Q�u E�^YDOQ�u y

P�W	NO@RN U�?�@C? M]E�? @ f N w ¼ ?�W	p�Q�BREG@ f u Jiá�Q�X_BR^Y?"W5Q�F�BRQ%â`?�W0Í`@C?�@RE�Hr@ E�D Í]Q>DbE	NO@râ�VÄÍ¿N[BRE	N�H
Ì�VYÙ�Ï�VT�Oy(Ù�|

É ß�Ê º Q�W	E	^_E�D[?�B�VYÚ N[E	^�p�N�HRHANKW0V-L�J-Ì�XYD f @C?_V e J�Îr��Ï�Ï�|`Ð�Ñ º E	u EG@RBRE�?�U>Q�X2V<w'JYL e Q�u PY?�B\?%y
E�HAQ�^ Q�F�HZN[M�NKBC?�WvDOW	XYH:@RN[B ?"W	p�Q�B EG@ f u H�Q�^ ?"BA@REG�<DbE�?�Wvk�E	^Y?"BRâ U�?%@\?�V0H DON[^Y?"BRE	Q9HzFÂBRQ�u
@RBC?�M�NKWiu ?"BRÖ�Nb@lHANKp�u NK^9@\?%@RE	Q�^2JYÚ Q�BRÖ]E	^_p PY?"P<NKB�HZN[BRE�N�Hh��Ï�VTÍ>Ë�Ì Îs?�U�?"P>@RE	M�N3E	^4F½Q�BZy
u ?%@ E	Q�^ HZâ>Hr@RN[u H=?�^�U u Q>U>NKW	W	E	^�p E	^ N�DbQ�^�Q�u E�D[H�?�^YU u ?�^�?�p�N[u N[^`@tHRDbE	N[^YDON�Ð�J

É Þ�Ê3Ûh?�k�?�^iV5L ?"^YU Ý�E	B Q�W�?"u E§V ¼ J�Î§Ø"{�{���Ð�Ñ L e Q�u�k�E	^�N�U ÀÃ?%@ N[^`@ e W�?�H H�?�^YU » BC?"EG@¼ Q¿U4N[W�FÂQ�Bã@ f N L'^Y?"W	â>HAE�Hj?"^YU ä�E�HZXY?�W	E�H ?%@RE	Q�^ Q�F º E�HRDbBRNO@RN º ?%@C?_J¡Ü�J}wtJ¢wtJ}w » BC?�^�Hry
?�D�@RE�Q�^YH�Q�^ Ò5?�@A@RN[B ^ L'^Y?�W	â>HAE�H=?�^�U ¼ ?�D f E	^_NjÜ(^`@RNKW	W	E	p�NK^YDON�JåØ"ÙYÎs|`Ð�V>P�PY|`Þ�Ï3yCJ¢| � Ø4J

É �%ÊzÜ(k_k<Q�XiV�ÍæJ e Q�@A@RB N[W	W§V ¼ J ¼ X_WG@RE	P�W	N DOQ�BRBRN�HAP-Q�^YU_?�^YDON L'^Y?�W	â>HAE�H DbBRQ9H Hr@C?�k_X�W�?%@ E	Q�^
u ?%@ BREG¯ XYHAE�^�p @ f N ÛãQ f Q�^�N[^ ?"W	p�Q�BREG@ f u J�Ü(^ M�NKBRW�?�NKâ¿HZN[^iV ¼ JhwvU>EG@ Q�B P�B Q>D Q�F
w�Í4Ll×�×3m}Ï`Þ>V>PY?"p�N�H'Ø � y(Ù`Ø>J º FI?�D�@RQ Ì�BRX4¯¿NKW	W	N�Hj��Ï�Ï`Þ>J



153

ç�è/éÂêëêìé ç�è/éÂêGêìé ç�è/é½êGêìé í"îÓïrïRðéòñGéôó�ç�è/é½êGêìé í�îÓïrï ðéªñGéÓóOç�è/éÂêGêìé í�îÓïrï ðéòñGéôó�ç�è/é½êGêìé
ç�è/éÂêëêìé ç�è/éÂêGêìé ç�è/é½êGêìé õKñ	êëö÷ï/ø§é½ê ç�è(éÂêGêìé ùÁö÷ú/é½ö§è\óOù�îÓèrêGösø§é

ûôîôè(üôé½êGö÷ýþï í�îÓïrï ðéªñGé ç�è/éÂêGêÿéôóCí"îÓïrïRðéòñGé
����� î��rý�� é � ï	�åý ïrý ó�
Tî�é���� éÂè��
ç�è/é½êGêìé 
®îôêìñÂó��Oî�� ý ñGé����¾é

����������� ç�è/éÂêëêìé ç�è/é½êGêìé ç�è/é½êGêìé ��� é½èrê ùÁö÷ú/é½ö§è\óOù�îÓèrêGösø§é

Tîôêÿñ ����� î��rý�� é ç�è(éÂêGêìé ���rïrö � ý��/è/éÓó��� é½èrê


¡ö§ý��GîÓï ç�è/éÂêGêÿéôóCí"îÓïrïRðéòñGé

®îôêìñÂó� %é��"!ré�#�ñ
$ ý%#�ñGîÓý êìé

&('�'*)�+-,/.�� 0 ï(ø÷îÓý����Gé ù�ö§ú/éÂö§è í�è � îÓèrêªóCù�ö§ú/éÂö§è
ç�è/é½êGêìé ç�è(éÂêGêìé ù�îôèrêGösø§éôó�ç1� îôýþêìé
�Oî	�þý ñGé2���Gé 
TîÓêìñ û�3éÂúrèrý êìé


æö÷ý��GîÓï\ó4
TîÓêìñ
5�#63é½ö÷ïCó7�[ö§ê8�åè �
 �é2��!ré2#�ñÂó9 �ý�#*:/é2���Gé
ç�è/éÂêGêÿéôó 0 ï(ø÷îÓý����Gé

ç�è/é½êGêìé ù�ö§ú/éÂö§è 0 êìø§é½ïôñÂó�;%ý=<ìîÓè
ù�îÓèrêGösø§é ùÁö÷ú/é½ö§è\óOù�îÓèrêGösø§é
��� é½èrê ���rïrö � ý��/è/éÓó��� é½èrê
û>3é½úrèrý êìé ç�è/éÂêGêÿéôóCí"îÓïrïRðéòñGé
í�îÓïrï ðéªñGé í�è � îÓèrêªóRý ïôñ	ý � é

¡ö§ý��GîÓï 
æö÷ý��GîÓï\ó4
TîÓêìñ

TîÓêìñ �Oî�� ý ñGé2���Géôó4��êìî§ñ?3éªø§éÂê
ç�è(éÂêGêìé  �é2��!ré2#�ñÂó9 �ý�#*:/é2���Gé

û�3éÂúrèrý êìéÓó $ ý%#�ñGîÓý êìé
ç�è/é½êGêìé ��� éÂèrê ��� é½èrê ù@:rö÷êGý ñ	öA�� éôó�ù�îÓèrêGösø÷é

ç�è/é½êGêìé ç�è(éÂêGêìé �9ý���#òý�!� ý ï/éÓó��1�+ïrö � ý��(è/é
��� éÂèrêªó�ç�è(éÂêGêìé
í�îÓïrï ðéòñGéôó�B\îÓý

æö÷ý��GîÓï\ó4�Oî�� ý ñGé����¾é
��êìî§ñ?3éòø÷é½êªóC %é2��!ré�#�ñ
D êëöIü§ö§ý��åó $ ý�#�ñGîÓý êÿé

E�F�G�H8'2,JI����LK>M���'*)��N� ç�è/éÂêGêìéÓó\í�è � îôè+ê ��� éÂèrêªóRí�è � îôè+ê ��� é½èrê ç�� îÓý êìé
O���H��AKP&QG�R-,S'*� � ïôñ	ý � éÓóRç�è/é½êGêìé ç�è(éÂêGêìé ç�è/éÂêGêÿé
&('�'*)�+-,/.��

TVU�W�XZY4[]\Z^`_bacY�d4[fehg�ijg1k�g�W�U*lmXZ[onqprnts�u7vwa1lmXx[fuC[�k�k"Xxk�[]Yy[�ixYxz[|{�[>}~d4[qXx} }x[�XxYyg�}x[��mu7vwa�u�Xx}
uCg1}~d4U"[�}md]k�[|{�� gcd7{�s�}xg�d�z[���U���z[�Y4[�� � [�}md|sxa��mac}mdfXx}x[�iZY4g���ac�xU�k"U�d�z[�{�XZi�z[�YyU�[�XxYy[ �a �x�/�



154

����������� ���?�2����� ���?�2�N��� ���?�2�������7������  ¡c¢?£A��¤�¥�¥��	�¦�1�?������� ¡c¢?£A�	¤%¥"¥������1�?������� ¡c¢?£A��¤�¥�¥��	�¦�1���2�����
������  ������  ������ 

����������� ���?�2����� ���?�2�N���	�����	�§  ¡c¢?£A��¤�¥�¥��	�����?�2����� ¡c¢?£A��¤�¥�¥��	�¦�1�?������� ¡c¢?£A�	¤%¥"¥������1�?������� ¡c¢?£A��¤�¥�¥��	�¦�1���2�����
������  ������  ������  ������ 

����������� ���?�2�������7������  ���?�2�N���	�����	�§  ���?�2�������7������  ¡c¢?£A��¤�¥�¥��	�¦�1�?������� ¡c¢?£A�	¤%¥"¥������1�?������� ¡c¢?£A��¤�¥�¥��	�¦�1���2�����
������  ������  ������ 

�����������©¨«ª�¬��� ���?�2�������7������  ���?�2�N���	�����	�§  ���?�2����� ¡c¢?£A��¤�¥�¥��	�¦�1�?������� ¡c¢?£A�	¤%¥"¥������1�?������� ¡c¢?£A��¤�¥�¥��	�¦®���¤¯ �¤�°?�?���
������  ������  ���?�2���§�	�����	�� 

± �¢¤%�
����������� ���?�2�������7������  ���?�2�N��� ���?�2����� ���?�2�������9������  ¡c¢?£A�	¤%¥"¥������1�?������� ¡c¢?£A��¤�¥�¥��	�¦®���¤¯ �¤�°?�?���

������  ������ 
����������� ���?�2����� ���?�2�N���	�����	�§  ���?�2�������7������  ¡c¢?£A��¤�¥�¥��	�¦�1�?������� �1�?������� ���?�2���§�	�����	�� 

������ 
²�³�´�¬¶µ�·N·§�L¨«����������� ���?�2����� ¡c¢?£A��¤�¥�¥��	�����?�2���§� ¡c¢?£A��¤�¥�¥��	�����?�2����� ���?�2����� �1�?������� ���?�2���§�
¸(¹�¹*¬�º-µ/»��L¨�¼�¬�»�½�¾� ¿	��À�ÁÂL  ¿	��À�ÁÂL 

ÃVÄ�Å�ÆZÇ4ÈÊÉÌË`ÍbÎcÇ�Ï4ÈfÐhÑ�ÒjÑ1Ó�Ñ�Å�Ä*ÔmÆZÈoÉqÕrÉtÖ�×7ØwÎ1ÔmÆxÈf×CÈ�Ó�Ó"ÆxÓ�È]ÇyÈ�ÒxÇxÙÈ|Ú�È>Û~Ï4ÈqÆxÛ ÛxÈ�ÆxÇyÑ�ÛxÈ�Üm×7ØwÎ�×�ÆxÛ
×CÑ1Û~Ï4Ä"È�ÛmÏ]Ó�È|ÚbÝ ÑcÏ�Ú]Î�ÞmÎcÛmÏbÆxÛxÈ�ÒZÇ4Ñ�ß�ÎcßxÄ�Ó�Ä�Ï�ÙÈàÚ�ÆxÒfÙÈ�Ç4Ä�È>ÆxÇ4È áÎ âZã(ä Î�å�È«×oÓ¶Î Ý æÈ>Ý È�×CÑ1ÛxÛxÑ�Ï�ÎPç
Ï4Ä�Ñ1Û è

é É|êrë�Î�Ú6ìÌÄAãîí�ÖhïoÑ1Ûxì�È>Ó*ÎxãðÐ�ÖòñóÎ�Å�ÆwÚ>ãðë ÖîÎ�Ûwô ëõÑ�ØxÑ1ÛxÈ�ÛîãðÐõã÷öè«ø�ø�ùmú9ã�û üqý]í�þ ÿ � Ú�È�Ó��-çÑ�Ç4ÅmÎcÛxÄ��>Ä�ÛxÅ]Ý ÎcÒwÚòÑ��wô�Ñ ×�ÆxÝ È�ÛmÏ ×CÑ�Ó"Ó�È|×9Ï4Ä�Ñ1ÛwÚ�ã�� È�ÆxÇ4Ñ�×CÑ1Ý ÒxÆ�Ï4Ä�ÛxÅwÖ�å1Ñ�Ó�ÆxÝ È
	�è�Ö|Ò�ÎcÅ�È«Ú
è|âxè�ç�è�è Étã

é ùPêrë�Ñ�ØZÑ�ÛxÈ>ÛîÖxÐ�ãîö è|ø�ø��tú9Ë í È�Ó�� ç6þ�ÇyÅ~ÎcÛxÄ��Ä�ÛxÅ ÿ Î�ÒîãwíÌÒZÇ4Ä�ÛxÅ1È�Ç|ÖxýbÈ>Ç4Ó�Ä�Ûòã
é øPêrñîÈ�ßZßwÎcØòã ÿ Ö�ÐfØZÄ�Ç4Ä*ÎZã í�Ö�ýfÎ1ô�Ç�Î�Ûîãwübí������rÖ�ÐóÑ1Ò Ñ1Ó�Ñ�Å1Ä*×�ÎcÓhÿ ÎcÒ ��Ñ1ÇàýbÄ�ÛwÎcÇyÞ �àÎPÏ�ÎZÖ

ü í������ 	�â�â�âZÖ�ýbÇ4ÆxÅ1È|Ú�Ö�� ÒxÇyÄ�Ó�	cä ç�	mÉ«ç�	cùZÖ�	�â�â�âZÖ�� ÇyÑ ×�È�È|ô�Ä�ÛZÅ~Ú�ã
é è|â ê ñòÈ�ßxßwÎ�Øîã�ÿ Ö~Ð ØxÄ�Ç4Ä*ÎZã~í�ÖmýfÎ�ô�Ç7ÎcÛîã1ÃbÖxÍqØwÎcß�ÎcÛxÑ�ÛòãÌÍ�ã��4Í������ 	câ1â�	�ÖÌÍbÎPÏ4È>Å�Ñ�ÇyÄ*×�ÎcÓ

ÐóÑ1ÒjÑ�Ó�Ñ�Å1Ä*×�ÎcÓ�Ý ÎcÒîÖ�ÿ Î�ô�ÇyÄ*ô 	câ1â�	�ã
é è�è�ê ñòÈ�ßwÎcÇ6Ï|Öxñ ã�� Ä"Ç4Ñ�ÛòÖxÿ ã ímÏ4È>Ä�ÛxÈ�Ç��wã�ç�Ã�ãxñóÎ Ú�ÙÈ>Ý Ä�Ñ�Ý ÙÈCÏ4ÇyÄ�È�ã �ÊÆxÛxÑ�ôðÖ!�`ÎcÇyÄ*Ú�ã�	câ1â#"Zã
é è$	 ê ñòÈ�Ä*×7ØîÖÌÃbãÌû È�Ä�ÛZÅ�È|ÚyÚ�È�ÓAÖ��rã �ÊÄ�Ý Ä�Ï4ÇyÄ*Î�ô�Ñ�ÆîÖ�ü ã ö è|ø�ø1ù~ú9Ë Í÷Ñ1Ý ÒjÈCÏ4Ä�Ï4Ä"å�È�ñòÈ|ÎcÇ4ÛZÄ�ÛxÅ%��Ñ1Ç

ýbÄ�ÛwÎ�Ç4Þ �àÎPÏ�ÎZã�� ÇyÑ�×àÑ��&�4Í������('(ø1ùxÖwÚ6È�Ò�Ï4È>Ý ßxÇ4È)	 ç*�wãxíÌÒZÇ4Ä�ÛxÅ1È�Ç,+ È�Ç4Ó*Î�Åwã
é è-" ê ñòÆ�Ï�Ï4Ç4È>Ówí�ã#� ãxöè«ø�ø��tú9ã.� ýfÎ�Þ�È|Ú6Ä*ÎcÛ � ÛwÎcÛZÓ�Þ�Ú�Ä*ÚVÑ��îíÌÈ>Ó�� ç�þÊÇ4ÅmÎcÛxÄ��>Ä�ÛxÅàÿ ÎcÒwÚ>Ö#� È�ÆxÇ7ÎcÓ

Í÷Ñ�Ý ÒxÆ�Ï4Ä�ÛZÅ å1Ñ�Óðä
é è/��ê ÿ ×�ñhÎ�×7ØxÓ*Î�ÛîÖ10 ã`ëõÇ4Ä*Ú6ØxÝ Î�ÛîÖ`Ð�ã Ð ØxÈ üqÿ Î�Ó�Å�Ñ�ÇyÄ�Ï4ØxÝ Î�Ûwô ü32tÏ4È>ÛwÚ�Ä�Ñ1ÛwÚ�ãhû Ä�Ó�È�Þ1Ö

�oÈ54 6 Ñ�Ç4ì�Öðè«ø�øÌÉÌã
é è$7 ê ímÏ4È>Ä�ÛxÈ�Ç �wã�ç?Ãbã�Ö � ÆxÓ�Ä*Î�Ç�ôðÖ þ ã�ñhÎ Ú�ÙÈ�Ý Ä�Ñ�Ý ÈCÏ4Ç4Ä�È1Ë ÆxÛ Ñ1Æ�Ï4Ä�Ó ô�È åPÎcÓ�Ä¶ôxÎPÏ4Ä�Ñ1Û ô�È«Ú

ÇxÙÈ�ÒjÑ1ÛwÚ�È|Ú>Ö8�?Û Ë ñhÎ 9ÊÆwÎcÓ�Ä�ÏxÙÈ ô�È Ó:';�?Û���Ñ1Ç4Ý Î Ï4Ä�Ñ�Û ôxÎcÛ�Ú Ó�È|Ú ü Û�Ô~ÆòæÈCÏ4È|Ú < 9ÊÆwÎcÓ�Ä�Ï Þ
Ñ��,�?Û��2Ñ�Ç4Ý ÎPÏ4Ä�Ñ1Û Ä�Û í�Î�Ý ÒxÓ"È í ÆxÇ4å1È�Þ�Ú�Ö&� í�=rÖ�ö ñ ãVñîÈ>ßwÎcÇ6Ï È|ô ãQú9Ö1�ÊÆxÛxÑ�ô Ö1�`ÎcÇyÄ*Ú�ÖòÒ
	.�wè�ç�	mÉ>�wÖjè|ø�ø?	�ã



155

D�tection de motifs dans des images m�dicales par

apprentissage supervis�

Arthur Tenenhaus, Maxime Saporta,

Alain Giron, Bernard Fertil

INSERM unit� 494 �quipe 6

91 boulevard de lÕh�pital

Facult� de m�decine de la Piti� Salpetri�re

arthur.tenenhaus@ imed.jussieu.fr

msaporta@ free.fr

alain.giron@ imed.jussieu.fr

bernard.fertil@ imed.jussieu.fr

R�sum�. Nous d�veloppons actuellement une m�thode g�n�rale de d�tection

automatique de motifs dans des images m�dicales. Fond�e sur des m�thodes

dÕapprentissage supervis�, notre approche est suffisamment g�n�rique pour

permettre de traiter trois probl�mes relativement diff�rents : la d�tection des

vaisseaux sanguins et du nerf optique dans des images de fond dÕÏil et la

segmentation du r�seau pigment� dans les tumeurs noires de la peau.

1. Introduction

Un des projets du laboratoire dÕimagerie m�dicale quantitative de lÕunit� INSERM U494

est la mise au point d'un syst�me d'identification automatique de zones pathologiques de

la r�tine. La d�tection automatique des vaisseaux sanguins et du nerf optique (structures

invariantes de lÕÏil) est une �tape pr�liminaire qui permettra dÕune part le recalage des images

n�cessaire au suivi m�dical des patients, dÕautre part dÕaffiner la qualit� de d�tection des

maladies de la r�tine en tenant compte de ces zones typiques.

Un second projet est la caract�risation automatique de tumeurs noires de la peau. Selon

les dermatologues, un des crit�res de malignit� dÕune l�sion est la pr�sence dÕune texture

particuli�re nomm� le r�seau pigment�. Nous souhaitons donc construire un syst�me de

d�tection capable de localiser des zones de r�seau pigment� de mani�re automatique.

Il convient donc de d�velopper une m�thodologie g�n�rale de d�tection de motifs.

Exploitant lÕexpertise m�dicale, notre approche est bas�e sur des m�thodes dÕapprentissage

supervis� choisies pour g�rer la grande variabilit� des images.
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2. M at�riels et m�thodes

2.1. Cha�ne de traitement

Le processus de cr�ation dÕun classifieur illustr� par la Figure 1 se d�compose en trois

�tapes. La premi�re �tape consiste � construire une collection dÕimages refl�tant au mieux la

variabilit� des r�gions dÕint�r�ts. Partant du constat quÕun motif sÕidentifie visuellement sur

une petite parcelle dÕimage (imagette), notre collection sera constitu�e dÕimagettes. Cette

collection, servant de base dÕapprentissage, doit rendre compte des diff�rentes formes du

signe observ� dans des r�gions dÕint�r�t (ROI : Region Of Interest), et doit �tre accompagn�e

dÕun ensemble repr�sentatif de contre-exemples. Le syst�me de d�tection se r�duit ici � un

probl�me de classification � deux classes.

Une fois la collection dÕimagettes constitu�e, plusieurs pr�traitements sont appliqu�s sur

les donn�es pour rehausser les diff�rences entre les deux classes, r�duire la dimension des

donn�es et / ou extraire des attributs caract�risant le motif.

Une analyse statistique des attributs extraits de chacune des imagettes nous permettra de

d�tecter des informations pertinentes pour la classification cr�ant ainsi un syst�me de

discrimination de motifs. Ce syst�me pourra alors �tre utilis� dans lÕ�tape finale

dÕinterpr�tation dÕune nouvelle image. Nous cherchons donc � diff�rencier les imagettes en

pr�sence dÕun signe de leurs contre-exemples.

La cha�ne de traitement (Figure 1) est illustr�e par un exemple de d�tection de vaisseaux

sanguins. Les principes sont les m�mes pour la d�tection de nerf optique ou de r�seau

pigment�.

Figure 1. Cr�ation d'un classifieur

2.2. Constitution de la base dÕimagettes

La performance dÕun syst�me de d�tection est mesur�e sur sa capacit� de g�n�ralisation,

cÕest-�-dire sur son aptitude � classer correctement de nouvelles images, diff�rentes de celles

utilis�es dans l'ensemble d'apprentissage. La constitution d'un ensemble repr�sentatif de

donn�es est donc capitale.
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2.2.1. Le nerf optique et les vaisseaux sanguins

LÕexpertise des m�decins nous a permis de d�finir les zones de vaisseaux sanguins (ROI)

dans 23 images en niveau de gris. De chacune de ces zones furent extraites 25 imagettes

carr�es de 8 pixels. Nous disposions ainsi de 575 imagettes de vaisseaux sanguins auxquelles

ont �t� ajout�es 575 imagettes carr�es de 8 pixels s�lectionn�es en dehors des zones de

vaisseaux sanguins. Dans le but dÕam�liorer la d�tection une standardisation des donn�es

ainsi quÕune �galisation dÕhistogramme ont �t� appliqu�es aux imagettes de vaisseaux

sanguins.

Similairement, lÕexpertise des m�decins nous a permis de d�finir les zones de nerf

optique (ROI) de 47 images en niveau de gris. De chacune de ces zones furent extraites 25

imagettes carr�es de 12 pixels. Nous disposons ainsi de 1175 imagettes de nerf optique

auxquelles ont �t� ajout�es 1175 imagettes carr�es de 12 pixels s�lectionn�es en dehors des

zones du nerf otique.

2.2.2. Le r�seau pigment�

LÕexpertise des dermatologues nous a permis de d�finir 30 zones dÕimages couleurs en

pr�sence de r�seau pigment� (ROI) ainsi que 30 autres en lÕabsence de r�seau pigment�. De

chacune de ces zones furent extraites 256 imagettes carr�es de 32 pixels. Nous disposons

ainsi de 7680 imagettes en pr�sence de r�seau auxquelles furent ajout�es 7680 imagettes en

lÕabsence de r�seau. Nous consid�rons, dans la suite du document, le niveau de gris des

imagettes de r�seau pigment�, transformation conservant la structure de cette texture.

2.3. Extraction dÕinformations

La conception du module dÕextraction dÕinformations doit faire l'objet d'une attention

particuli�re : la performance g�n�rale du syst�me est directement li�e � la strat�gie qui aura

�t� mise en oeuvre pour extraire des attributs "pertinents" � partir des imagettes.

2.3.1. Nerf optique et vaisseaux sanguins

Compte tenu de la dimension des imagettes de vaisseaux sanguins et de nerf optique,

lÕutilisation du pixel comme variable dÕint�r�t semble un objectif raisonnable. Ainsi �

chacune des imagettes est associ�e la valeur des pixels qui la compose ainsi que sa

provenance (pr�sence - absence du motif dÕint�r�t).

2.3.2. Le r�seau pigment�

Contrairement aux vaisseaux sanguins et au nerf optique, lÕutilisation du pixel comme

connaissance pose des probl�mes de dimension. En effet, des imagettes de petites

dimensions ne capturent pas la structure du r�seau pigment�. Il devient alors indispensable

de consid�rer des imagettes plus grandes. Pour appr�cier visuellement la structure du r�seau

pigment�, nous consid�rons des imagettes carr�es de 32 pixels. Il en r�sulte que le nombre de

variables caract�risant une imagette est de 1024. Une des solutions permettant de r�duire la
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dimension du probl�me est de construire, pour chacune des imagettes, un vecteur de

caract�ristiques capturant lÕinformation de texture.

Le r�seau pigment� (Figure 2) est caract�ris� par la pr�sence dÕamas dÕalv�oles

approximativement identiques et r�guliers. Il peut �tre observ� sur des imagettes en niveau

de gris.

Figure 2. Tumeurs noires de la peau (� gauche 2 tumeurs sans r�seau � droite 2 tumeurs

avec r�seau)

Compte tenu de la structure de ces textures, nous pouvons consid�rer une imagette en

pr�sence de r�seau pigment� comme un signal bidimensionnel approximativement invariant

par translation pr�sentant de fr�quentes zones dÕirr�gularit�. Similairement, une imagette en

lÕabsence de r�seau pigment� peut �tre consid�r�e comme un signal bidimensionnel

approximativement invariant par translation mais ne pr�sentant que peu de zones

dÕirr�gularit�. La transformation en ondelettes, qui permet une analyse locale des signaux

ainsi que la mise en �vidence des zones dÕirr�gularit�s, est une approche appropri�e pour

discriminer ces deux textures. Nous utilisons la transformation stationnaire en ondelettes

(SW T) qui est une variante de la transformation discr�te en ondelettes orthogonales (DW T)

de Mallat. Nous soulignerons que la SW T est une d�composition invariante par translation.

Cela signifie que la SWT  dÕune version translat�e du signal est la version translat�e de la

SWT du signal. Cette propri�t� est int�ressante dans la d�tection de motif et donc dans la

reconnaissance de texture [1], [2], [3], [4].

La Figure 3 illustre la d�composition dÕune imagette r�sultant de la SW T avec les

param�tres suivants :

Chacune des lignes L
i
, pr�sente une matrice de coefficients dÕapproximation de niveau i

( A
i
) suivis des trois matrices de  coefficients de d�tails de m�me niveau (D

h

i
,D

v

i
 et D

d

i
).

Nous  repr�sentons la signification de ces coefficients par lÕ�quation suivante :

Image originale = A
1
+D

h

1
+D

v

1
+D

d

1
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Figure 3. Décomposition de niveau 3 d’un signal bidimensionnel à l’aide de la SWT

En d’autres termes, la décomposition fournit une approximation 

† 

A1  de l’image originale.
La perte d’information engendrée par cette approximation est encodée par les trois images de
détails. L’image 

† 

Dh
1  encode les détails  horizontaux perdus dans l’approximation alors que

† 

Dv
1  (respectivement 

† 

Dd
1 ) encode les détails verticaux (respectivement diagonaux) perdus

dans l’approximation. Cette décomposition est un processus itératif. Elle s’intéresse à des
niveaux de détails de plus en plus grossiers et dans trois directions. A chaque étape de la
décomposition, on conserve les coefficients de détails et on décompose les coefficients de
l’approximation. Chacune des lignes 

† 

Li , présente les coefficients de l’approximation de
niveau 

† 

i  suivis des coefficients des trois détails de même niveau.

Calcul des coefficients : Stéphane Mallat [9] établit un lien entre la théorie générale des
ondelettes et les bancs de filtres utilisés en traitement du signal. Toutes ces opérations de
décomposition se réduisent à des produits de convolution avec des filtres spécifiques. En
effet, pour passer du niveau de décomposition 

† 

i  au suivant, on filtre les lignes de l’image
d’approximation de niveau 

† 

i  par un filtre passe-bas (respectivement un filtre passe-haut),
puis on filtre les colonnes des résultats obtenus par un filtre passe-bas (respectivement un
filtre passe-haut). L’image dont les colonnes auront été filtrées par un filtre passe-haut et les
lignes par un filtre passe-bas représentera les hautes fréquences verticales, c’est-à-dire les
coefficients de détails verticaux. Un procédé semblable fournit les coefficients de détails
horizontaux et diagonaux. Une quatrième image, dont les colonnes et les lignes auront été
filtrées par un filtre passe-bas représentera l’image de résolution moindre, c’est-à-dire
l’image d’approximation depuis laquelle on relance l’algorithme jusqu’au niveau  de
décomposition désiré. Les coefficients de détails, appelés aussi coefficients d’ondelettes sont
représentés par les trois dernières colonnes de la Figure 3. Qualitativement, les fortes
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variations des coefficients d’ondelettes fournissent une information sur l’irrégularité locale
du signal. La variance des coefficients d’ondelettes devrait donc capturer efficacement cette
information.

Ainsi, pour un niveau de décomposition 

† 

J , les vecteurs de caractéristiques sont donc
composés des 

† 

3J  variances de coefficients d’ondelettes de la décomposition ainsi que la
variance des pixels de l’image d’approximation de dernier niveau. Par conséquent, Pour un
niveau de décomposition 

† 

J , une imagette est définie par 

† 

3J +1  variances auxquelles nous
associons la provenance du signal (présence - absence de réseaux pigmentés). Nous pouvons
enfin souligner que les coefficients d’ondelettes résultant de la SWT sont de la même taille
que l’image originale quelque soit le niveau de décomposition.

2.4. Classification

Une analyse statistique des paramètres extraits de chacune des imagettes permet de
détecter des informations pertinentes pour la classification créant ainsi un système de
discrimination des motifs.

Des méthodes linéaires et des méthodes non linéaires sont conjointement exploitées pour
analyser les mêmes ensembles de données. Les méthodes linéaires sont souvent rapides, mais
offrent généralement de moins bons résultats que les méthodes non linéaires. Leurs vitesses
permettent d’avoir rapidement une idée sur la qualité de la base de données et d’obtenir des
références pour les méthodes non linéaires.

2.4.1. Les méthodes linéaires :

2.4.1.1. La Régression logistique (RL)

La régression logistique est une méthode statistique adaptée à l’étude de la liaison entre
une variable qualitative Y et un ensemble de variables quantitatives

† 

X1,..., X p . Elle modélise
la probabilité d’appartenance à une classe.

Notons 

† 

p x( ) = P Y = 1/ X = x( ) . Le modèle qui décrit le lien entre 

† 

p x( )  et 

† 

x  est :

† 

p x( ) =
eg x( )

1+ eg x( )
, où 

† 

g x( ) = b0 + b1x1 + ...+ b p xp

La méthode d’estimation des paramètres 

† 

b j( )1£ j£ p
 est basée sur le maximum de

vraisemblance [9].

2.4.1.2. La Régression PLS

La régression PLS (Partial Least Squares) est une méthode d’analyse de données
fournissant un modèle linéaire. Le modèle généré par la régression PLS à 

† 

k  composantes
s’écrit :

  

† 

Y = ch ahj x j
j=1

p

Â
Ê 

Ë 

Á 
Á 

ˆ 

¯ 

˜ 
˜ 

th
1 2 4 3 4 

h=1

k

Â + résidu
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Nous noterons que les composantes PLS sont construites de la manière suivante : pour
chaque 

† 

h = 1,...,k , nous recherchons des composantes 

† 

th = Xah  maximisant le critère

† 

Cov Xah , y( )  sous des contraintes de norme (

† 

ah = 1 )  et d’orthogonalité entre 

† 

th  et les

composantes précédentes 

† 

t1,..., th-1. On soulignera que les composantes PLS 

† 

th  sont des
combinaisons linéaires des variables d’origine [8].

Nous appelons régression logistique PLS, la régression logistique de 

† 

Y  sur les
composantes PLS construites à partir de 

† 

X  et 

† 

Y .

2.4.2. Les méthodes non linéaires

2.4.2.1. Le perceptron multicouche (réseaux de neurones, NN)

Le perceptron multicouche est un algorithme itératif qui cherche à minimiser une

fonction de coût de la forme : 

† 

c x( ) - o x( )( )2Â  où 

† 

c x( )  désigne les sorties observées et

† 

o x( )  les sorties prédites par le réseau de neurones. Nous utilisons des techniques numériques

d’optimisation dont la plus usuelle est l’algorithme de rétro-propagation du gradient pour
résoudre ce problème de minimisation [5].

2.4.2.2. Les Support Vector Machines (SVM)

Supposons qu’il existe plusieurs hyperplans permettant de séparer les exemples d’une
classe des exemples de l’autre classe, Les SVM ne se contentent pas d’en trouver un, mais
cherchent parmi ceux-ci celui qui passe « au milieu » des points des deux classes
d’exemples. Intuitivement, cela revient à chercher  l’hyperplan le plus fiable. En effet,
supposons qu’un exemple n’ait pas été décrit parfaitement. Si sa distance à l’hyperplan est
grande, une petite variation  ne modifiera pas sa classification. Formellement, cela revient à
chercher un hyperplan dont la distance minimale aux exemples d’apprentissage est
maximale. Nous appellerons cette séparation l’hyperplan séparateur optimal.

Les SVM se nourrissent de ce principe, mais plutôt que de rechercher l’hyperplan
séparateur « optimal » dans l’espace où les descripteurs sont définis, ils recherchent cet
hyperplan dans un espace de plus grande dimension, fournissant ainsi une frontière non
linéaire dans l’espace d’origine [5].

2.4.2.3. La Ridge Regression sous contraintes de complexité (RR+VC)

Cette méthode lie la Ridge Regression à la dimension de Vapnik-Chervonenkis (VC
dimension). À l’aide de la VC dimension, on établit de manière dynamique au cours de
l’apprentissage, un compromis  entre la complexité du modèle et sa robustesse. Dans ce
travail, nous utilisons une version développée  par la société KXEN. Cette version fait appel
à un prétraitement spécifique des données qui s’appuie sur les relations entre les variables
d’entrée et la variable à prédire. On peut, par ailleurs, étendre l’ordre des variables du
modèle (carré, cube).
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2.4.2.4. La Kernel PLS (KPLS)

La kernel PLS s’appuie sur les mêmes principes que les SVM. Plutôt que de rechercher
les composantes PLS dans l’espace d’origine, on se plonge dans un espace étendu (le
« kernel trick »). On obtient ainsi un modèle non linéaire. On peut également exploiter le
même principe pour la régression sur composantes principales (PCR) ou la Ridge Regression
(RR). Ce principe donnant naissance à la kernel PCR (KPCR) ou la Kernel RR [6].

3. Conclusions et résultats

La démarche de travail fut la suivante : on sélectionne aléatoirement deux tiers des
observations (base d’apprentissage) pour construire le classifieur et le tiers restant (base de
test) permet d’évaluer sa robustesse et de le valider.

3.1. Le nerf optique et les vaisseaux sanguins

3.1.1. Le nerf optique

Les tests ont montré que les opérations d’égalisation d’histogramme et de standardisation
n’apportent aucune amélioration. Ces prétraitements augmentent le contraste des imagettes,
mais la présence de vaisseaux sanguins dans la zone du nerf optique induit le classifieur en
erreur. Les pourcentages sont donc présentés pour les données brutes.

Les différents résultats nous permettent d’apprécier la performance des méthodes non
linéaires face aux méthodes linéaires. Les méthodes non linéaires, et en particulier les SVM
offrent de très bons résultats. Le temps de calculs n’étant pas un obstacle compte tenu de la
taille de l’échantillon.

3.1.2. Les vaisseaux sanguins

Les tests ont montré que la standardisation des imagettes améliore le taux de bonne
classification. Ceci peut s’expliquer par le fait que la standardisation des imagettes
engendrent une augmentation du contraste donc une distinction plus fine des vaisseaux
sanguins. Les pourcentages sont donc présentés sur des imagettes standardisées de 8 pixels.

Modèle Apprentissage (%) Test (%)
RL 88 85

LOGISTIQUE-PLS 87 86
SVM 99 98
NN 99 96

RR + VC (ordre 1) 87 84
KPLS 99 96
KPCR 93 90
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On constate que les résultats sont du même ordre que ceux du nerf optique, notamment
pour les SVM. De manière générale, nous disposons de plusieurs classifieurs permettant de
faire des comparatifs de performance et de temps de calcul.

3.2. Les tumeurs noires

Les résultats sont présentés pour un niveau de décomposition d’ordre 3 sur des imagettes
carrées de 32 pixels en niveau de gris.

KPLS et KPCR implique la gestion d’une matrice carrée de dimension 

† 

n , où 

† 

n
correspond au nombre d’observations de la base d’apprentissage. Ceci rend impossible la
gestion d’un grand nombre d’observations. Les SVM impliquent généralement la gestion de
cette même matrice, mais une approche due à Edgar Osuna et Al [10] permet la gestion de
jeu d’apprentissage de grande taille. Le principe revient à construire l’hyperplan
progressivement à partir des sous-échantillons de la base d’apprentissage. Dans ces
conditions, nous présenterons les résultats de KPLS et KPCR uniquement pour une partie de
la base d’apprentissage (Figure 4).

Le temps d’apprentissage est un facteur à prendre en considération lorsque la taille de
l’échantillon est importante. Les différences sont nettement marquées. En effet, pour un
ensemble de 10240 observations, l’apprentissage dure 4 jours pour les SVM, une demi-
journée pour les réseaux de neurones et 20 minutes pour  RR + VC (ordre 3), le logiciel de
KXEN.

D’une lésion à l’autre, le réseau pigmenté et plus généralement les tumeurs noires,
peuvent présenter des aspects très variés. Cette grande diversité implique naturellement une
importante variabilité de l’échantillon d’apprentissage. Cette variabilité perturbe la
classification comme l’illustre la Figure 4.

Modèle Apprentissage (%) Test (%)
RL 80 77

LOGISTIQUE-PLS 80 79
SVM 97 89
NN 99 87

RR + VC (ordre 1) 88 83
KPLS 99 82
KPCR 90 86

Modèle Apprentissage (%) Test (%)
RL 68 67
PLS 66 65
NN 83 82

RR + VC (ordre 3) 84 82
SVM 85 84
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Figure 4.  Classification en fonction du nombre d'images dans l’échantillon d’apprentissage

Nous distinguons deux niveaux de performance selon la méthode de classification. Les
méthodes linéaires comme la régression PLS ou la régression logistique ne fournissent pas de
résultats satisfaisants. Des méthodes plus puissantes comme les SVM, les réseaux de
neurones ou la kernel PLS atteignent des pourcentages de classification intéressants, mais le
coût de calcul dû principalement à la taille de l’échantillon reste dissuasif. RR+VC (ordre 3)
se détache du lot offrant un niveau de classification très comparable aux méthodes
statistiques les plus puissantes et est très peu pénalisé par le temps de calcul.

3.3. Interprétation des images

Il est indispensable d’évaluer la qualité de classification en analysant de nouvelles images
à l’aide des modèles construits.

3.3.1. Le nerf optique et les vaisseaux sanguins

Les méthodes traditionnelles d’analyse d’image comme le seuillage offrent des résultats
intéressants. Néanmoins, elles souffrent d’un sérieux inconvénient : d’une image à l’autre, le
seuil de détection varie (Figure 5). Les méthodes d’apprentissage statistique gère cette
difficulté en réalisant l’équivalent d’un seuillage adaptatif (Figure 6).

Figure 5. Détection du nerf optique par seuillage
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Figure 6. Influence de l‘intensité lumineuse de l’image sur la détection du nerf optique
Image originale (gauche) vs image interprétée (droite)

La détection de vaisseaux sanguins par masque de kirsch reste très sensible à la
variabilité lumineuse des images, alors qu’une régression logistique permet d’atténuer
l’influence de cette variabilité (Figure 7).

Figure 7. Détection des vaisseaux sanguins - Image originale (gauche) vs image interprétée
(centre) vs image interprétée par Kirsch (droite)

Contrairement aux méthodes classiques d’analyse d’image, les méthodes par
apprentissage offrent une robustesse d’analyse.

3.3.2. Tumeurs noires

Le réseau pigmenté symbolisé par du blanc sur l’image interprété par les SVM est,
compte tenu de la difficulté de segmentation, repéré efficacement  (Figure 8).
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Figure 8. Image originale (gauche) vs image interprétée par les SVM (droite)

4. Conclusion

Les SVM sont un outil d’analyse puissant pour la détection de motifs sur des images
médicales. Ils permettent la gestion d’un nombre très élevé de variables. On peut donc penser
à une gestion du pixel quelque soit la taille de l’imagette. Des tests effectués sur les pixels
des imagettes de réseau pigmenté offrent des résultats très prometteurs. Malheureusement les
SVM souffrent d’un inconvénient majeur : le temps de calcul des SVM augmente rapidement
en fonction de la taille de la base d’apprentissage 

† 

O(n2) .
Afin de résoudre les problèmes de temps de calcul pour les SVM et de dimension des

données pour la KPCR et KPLS l’utilisation de prototypes créés à partir de méthodes comme
les K-Means peuvent s’avérer judicieux.

Les différents résultats obtenus sont encourageants pour mener à bien les prochaines
étapes : fusions des classifieurs détecteurs de pathologies avec ceux du nerf optique et des
vaisseaux sanguins, recalages d’images, et intégration de nouveaux marqueurs pour
améliorer le classifieur des tumeurs concernant la forme et la couleur des naevus.

Remerciements : Les auteurs remercient la société KXEN pour la mise à disposition de
leurs modules d’analyse de données K2C et K2R.
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Summary

An automatic detection of patterns in medical images is under developpement in our
laboratory. It is based on a supervised learning by sample approach which provides a
versatile framework: three independent classifiers are developed in order to detect, on one
hand, the blood vessels and the optic disc in retinophotos and to segment the pigmented
network of skin lesions, on the other hand.
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��	��� �	��	 ��� �����	�� ��+�"

�� ./0� ���� 
� ��������-� =) ���� ����������� ����� ������-�� ���� 
� ����"
����-� >) ���� ������� 
�� �����
���� �� ��
	���	�� ��� ���� ����� �#������
���� 
� ��������-� ?) ���� ����������� 
�� ������� �� ����� �	��	 ��� 
�� ���"
�����	����

� ��� �� ����

��� ������ ����
��	���� ����"�����	����	��� ����� ���� ���	 
�� ��+�
�� ���"
���	���	���� 
�� �
�� ��	
	���� ���� 
� �
���	����	�� �� 
� �	���
	���	�� ��� ��������
7@�-;?9� A

�� ��������� �� ���*���� ��� �������� �� �	���	�� ���
������
���� �� ������ �	����� �� ��	#
� �	���	��� �� ����� ��� ��� �������� �� ����
����-�� �� �������� , ��� ����-� ��������� �� ��� ����-� ������	�	�� �� ����	�
���	�� ����� B ��!!� �� ����-� ������	�	�� ��� ��

� ��	 �������� �� ���	�����
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C	���� B, ������������ 	
 ���� ������ ����� �
��� �������� �� �������� ��

��� �������� ���������� �� ��������� ����
��	��� ��� ���������	�) 
� �
�� ��	
	����
��� ��

� ���� ���� ����� ��	

� ������� ���	�� 
� ����� B ��!!� ���
���	�-�
���������	����� �� ��� ��� ������	�

���� �D������ ��	���� ���	� �-��� ,

� 
� �-��� ��	�	�	�
	���	�� �+� ��� ��
���� �
�����	��� ���� �D������� ��� ��	��
��� �������� �� ����	� �� 
� �����)

� 
� �-��� �� ������	�	�� ���� 
����

�) ���� ����� ������� �) �� �������
���! ��� ���
���	����� �� 
� ��	+��� ��	����� ,

���! E ���	�
���

������� ��!

�+� . ��� 
�����#
� ��� �������� �� ����	� �� �	���)! ��� 
� �	������ ���
	"
�	����)

� 
� �-��� ���������	�� �+� 
�� ��	�� �� �-���� ������� �� ����	� � ���� 	�
+� *��� �� 
� ��	+��� ��	����� ,

F�� E 	��!
��7� � �� 9

�+� 	��! ��� 
� ��� ���������	����� �� 
�� ��� ��� �����	�� �� ��	�	�����

$
��	���� ����	��� ����
��	��� �� ��� ��� ����� ���������� ���� 
� 
	����������
���� ��	�� ���� +� ���
���� ���#
+��� 
	��� +� 
���	
	���	�� ��� ������ ��� ����

� ���	����� �� �������� ����
��	��� ��� 
� ��#�� �� �������� ���	
 ����
������	��� �� �����
�#
�) 
� �������	��� �� ����	�� 
��������	����� ��� ������ 
��
�������� ����� �� �����

�� �������� �� �����������) ��� ����
�� ��+�
� �%��&	�� %�

 ���������� �%'�! 7C�	;=9 ����+��� ��� ��������� ���"
��	����� ��-1���������+����� �� �	���	����
	��� ������ �� ��+�
� ��� 	�	�	�
	��� ���
�� -1���������+����� . �-���� ������� ��� �����	��� ��� ������ ���
��� ��	
����������� 
� ��� ��� ������� ��	��� 
��� �� 
� �
���	����	�� ��� ���������
.��+�� �� ��#�� � ��������� ���������	��) 
���	��� � �1��� 
� ��	� ���������
���
���� ��� ������	���� �� ��� �����

� ��	��� ��� 	��������� �� �
��) �������� ���"
���	��� ���� 	��������� ��� �� ���������� 
� ��������� ��-1���������+����� �� 4��



�	���	��� �� ��+�
� �%��&	�� (����
 %�� �%(%!� 7C�	;?9 ��	���� ������
������	��� ��� ��� ����-�� �� �
��) 
� ����-� ��������� ��� ����	�4���� 	� +� *���
��� �� �������	����� G�##	�� ������	�	�� '�
�	"�	 ����	���) �	�
����) +� ������
��� ������	�� ����� 
� ������� ������� �� 
� ������ ������� +� �-���� ������
���������	��� .��+�� �� ��#�� ���� � ���������	���) 
���	��� � �1��� 
�������
���
��� ��	� ��� ������	���� �� ��� �����

� ��	��� ��� ������� ����� � �� ��
�� ��� ��	�	�� ���� 
� ����-�� ��� ������� ���� ����	�� ���	���	#����� �� ��������
������� ���������	��� ���� �D��������� �� ����
��	� �� ������� %(% ��H+��� ��

� ��

� �	���	#��	�� ��� �	����� ���������� '�� ��+�
�� ��� 
� �����	��� �����������
�� ����	�� +� ����	� �� �������� �	� ���������� ��� 
� �����	����� �� ���#	
	����
�� ��+�
� �6��������
 %�	� ���&	��� �6%%! 7:�;=9 ��� ��� ���
	����	�� ��
������� ��� ��	 ����� +� 
� ��������� �� 
� ����� ��4���� �1��	��� �� ����������
��� �������� ���������� ��� ����� �� �����
�#
�!� A� �	���	�� <) 
� ��	

� ���
	�	�	�
���� �����	����� �� ������ �������� ���������� ����� ���� '�� ����

�� ����	��� ����
��	��� �������������) ���+�� �� ��#�� � ��������� ���������	��)
��� �������� ���� �*������ +� 
� ��	

�) �	� ����� ��	� �� �	���� �� ����	+����
�� ��	�	���� �� ������� �1��� 
������� ���
��� ��	�
�� '���� ����	�� ��
�������	�� ��� �� ��
��
 �����
�#
� ��� �	���	��� �� 
� �����) �	� 
� 4�� #���
��� ��	
	���� +� �-���� �������	�� �� 
� ��	

� ��������� �������� 	���������
 ���"
����� ���
���� 
� ����
��	� �� 
� ����� ���� ���	� ����� �� 
����	���� �1��	���
��� �������� ���� �� �
���	�	���!�
'����	�� ��� ��+�
�� ��� ���� ����� ����������� ���������) ������) �� ������� ��
����� 
����	���� �1��	��� ��� �������� �	� �� ������	����� ��� 
� ����������	��
��� ���	����� �����	�������� '��	 ���� ����� ��� ���#
+��� 
��� �� 
��� ��	
"
	���	�� +� 
��� ���� ���� ���	��� �� ���� ��
��� �� �������� ���� �����	���
���
	���	��� �+� 
�� �����	������� ���*+� ����	��� ������� 4���� ��	
�� ���� ���	���

�� �����

�� ��������� $��� ����
	��� �� �1��+�� ��	 ������� ���������	� �� ���"
�	�� �� �����

�� �����	������� ���� �� ����	����� +� ����	��� 
�� ���	�����)
'�������� �� %����#��� 7'%8I9 ��� �������� 
� �-����	� �� 
� ���������� ������"
�	�� �./0 , .����	�� /�������� 0-���1��
J� ��+�
� ./0 ��� �����	���� �� ���� ���
�� , 
� ���
� ��������	�� �.�"
����	���
 ��#�1���� �� 
� ���
� ����	�����	�� ���	���	�� ��#�1����� ��
���
� ��������	�� ��2��	� 
�������� �� 
� ������ ��� ��	�� ��� �������� ��	�"
���� �� ���
���	���� 
� ������� �������� �� ���
� ����	�����	�� �D����� 
� ����
�� �	�	
���� ��	 ����� �� ����	��� �	 
� ������� ���
���	����� ��� ���� ����-�
�� 
��������) �� ��
����� ��� ����� ���-���-� ���� 
� ������� �	 ��
�	"�	 ����� ���
���	���	� �� �� ��������� 
��������	�� �� ������� ������� �� ��������

���� 
�
������	�� �� �������� ���������
�� ������� ./0B ��� 
��� ��� ���	��� �������� ./0 ���2�� ���� ���	��� ���
�������� #	��	���� K���� ��� �����

� ������� � ��� ����������� +� 
� ����-� �� ��"
�����	������) 
� ��
��� �����	���	�� ��� �������� �� 
� ����-� �� ������	���
��� ��
��
��� �� ��	
	���� ��� �����	�� �����	���	�� ��	�	����	����

� � �� !) �����
��� ����� �� �		
��	��� ��� �1����	���� J� �������	����� ������	�	� ��� ��"
��	�� �D������� �� ������� ������� ���
	�	#
� +� 4���� ���������! ���! ��� 
� ��
��	��)
�	 �

� ��	���) �� ���#
+�� �� ��		���	�� ��	���� ,



���! E �����
���

� ��� ��! �B!

�+� � ��� 
�����#
� ��� �������� �� �� 
� ��	�� �� ������� ��
���	� �� ���� �� �	�	
���� �����	� ��� ,

����� �! � �� � � 7L� B9 �<!

�+� � ��� 
� ���	
 �� �	�	
���� �����	 ��� 
���	
	������ �� ��� ! ��� ��� �����	�� ��
�		
��	��� ��	�	����	����

� ���� �1����	���!�
�	 
� ���� �� �	�	
���� ����� ��� ���	���	� �
� ���������� �� �� �����	� ���!) 
�
������� ������� ��� 	�-	#�� �� ��� ���-���-� �� ������ ������� ��� �D�������)
��
�	"�	 ��� ���	� +� ��� ����� �� ���� �� �	�	
�����
�	 
� ���� �� �	�	
���� ��� ���	���	�) 
����	�	��� �� ������� ������� ��� ���������� ��
�*������ ��� ������� �� ��	�� ���� 
� �������-�� �� 
��������� �	 ������ ��
��	��
����	��� ���� 
� ���#
+�� �� ��		���	�� �����	� ������������) �� �������
������� ��� �1��	������ �

���� ���� 
� �����

� ��������
���� ./0B) 
� ���� �� �	�	
���� ��	
	�� 
� �����	�� ��� ! ����	� ��� 
� �������

��
	�	#
� ���� 4���� ��������� ��� ���-���-�� ��	���� 
� ��
��� �� 
� �����	�� � �� !�

����) 
� ������� �� ������	�� �� ������� ������� �� ��	
	���� � �� ! ����� ���

��������	����� 
� ������� �� ��	
	���� ��� !) ���	 *���	�� 
� ���-���-� ��	 ���
���������� *�����+� �� ��� 
� ���� �� �	�	
���� ��	� ���	���	��

� ����� ����	�� � �������

�� ��+�
� �	�
	��� ./0 ��./0� 7:.;89 � ����� ���2�� ���� ��	�� ���� +� ���"
��	��� 
		��� �� ��+�
� ./0B �� ����� �� �	�
	��� 
����-	������� ��� ��+�
��
./0� '� ��+�
� ��� ����#
� �� ���	��� ��� �������� �
�	�	���	����

�� +� ��
����
����

��� �A���� ������ �� ������� ��������� +� ��
���� ����

�� � � �� ������ ����"
���	����� ����� �D������!) 
� ������� ������� ���! ��� 
� ��
��	��) �	 �

� ��	���)
�� ���#
+�� �� ��		���	�� ��	���� ,

���! E �����
���

� ��� ��! �=!

���	� +� 
� ������	��� �� �	�	
���� ,

����� �! � �� � � 7L� B9 �>!

�+� � �� ! ��� ��� ! ���� ��� �����	��� �����	���	�� �� �� �		
��	��� ��������	��"
���! �1����	���� �� ���� �-�	�	�� �� ��2��� ��� ,

����� � �! � ����� � �! � � ��� ���! � � ��� ���! �?!

�� �	�� ������
�� ��������� �� ���-���-� ����� ��� ��������	�� ���� ��������� 
� ���	�� ��
���������� , ����� 
� ������� �� ��	�� �� ������� ������� ��) ���
���	����� ��
��



� �� !) �� ���	���	� ��� 
� ������	��� �� �	�	
����) �� ������� ������� ���� 4����
	���	������ �

���� ���� �� �� �
��) '�� 
�� �����	��� � �� ! �� ��� ! ����
�1����	����) �� ������� � �� ! E ��� ! 
� �����	����� ? ��� ����	�����

(��� ����� 	�������� ��� ����� ����"�����	����	�� 	���������
� ���� �� ��+�
�
�	�
	��� ./0� ���"./0 ��� ��� ����� ����
��	��� �� ��	�	���� ������ �4��
��	�	���� ��� ���� 6%%!) �	� 
�� ��	�+���� ��	�	�	�
	���	�� �� 
� ����� �� ��	�����	��
�� �������� ���� �	D�������� '���"�	 ���� �D������� ��	���� 
� �����	�� ./0�
A� �
�� �� 
� ���	�� ������"�����	���	�� ��	 ��	��� ���� 
�� �������� �	�
	"
��� ./0) ���"./0 ����� �� ���*���� ��� �������� �� �	���	�� ���
������
���� �� ������ �	����� �� ��2��� ��� 
�� �������� �		
�	��� �	��� ��� ���*���	���
����-�� ���� 
� ������ '��	 ��� 
���� ��� ����	��
��	��� ��� ������ ��� ��	 ���	
	��

� �	���
	���	�� ��� �������� �� 
��� 	�����������	���

�� ��#
��� B ����� 
�� �����	������ �� ����� ��+�
� ���"./0 �� ������"
	��� ���� �	D�������� ������ ��� �	��	 ��� 
� ������� �	�
	��� ./0� 
� �1#�
�
�M� ����������� 
� ��������� �� 
� �����	�����) �"� ��� �#����� �� �N� �� ��������� ����
�����	��� ���	����� �� ��������
�� ����� ���"./0 ��� ���#��� 	�	�	�
	���� +� �� �������) ����	�� ��� ��������

���"./0 �	�
	���
./0

��� ���
	���������
��
�� ��������

���#	
	��� M M " "
$
���	�	��� M M " M
'
������� M " N N
'
���	����	�� M M M M
O	���
	���	�� M " M N
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��� ��� ����������� ��� ����������� �
���� ��� �� �� �����
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��������� �� �

���� �*������ ��	���� 
�� ��	�+���� �� ������� �	�
	��� ./0 �� ��	
	���� 
� ���� ��
�	�	
���� ���� ���
���	����� 
� ������� �������� �	 
� ���� �� �	�	
���� ��� ���	�"
��	�) ��� 	�� +� *��� �� 
� ����� ��� �D�������� �	���) �� ������� ��� �*����� ��
����	+���� �� 
� ����� ��� ���� 6%% �	� ����� ��	� �� ��	�	���� �� �������

� �
�� ����-� �� 
�������� ���� �� ���������� 
� ��������� �� 
� ����� ���	�	����
������!� ��� ������	��� ���� ����	 �*������� +� 
� ����� ���� 
	�� 
� ������� �*����� +�
��� ��	�	��� ������ 
� ����	+��� ������ �� 
��������	�����) 
�� �������� �� 
� �����
���� ���	������� �� ��	
	���� �� ���� �*��	��	�� ��� 
�����#
� ��� ���	������� ���
�������� ��	 
�� ��� ���	�����
�� �	������ ���
	�	���� ������ ! 7:.;89 ��� ��	
	���� ���� ������� 
�� ���������
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